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Résumé
Dans la majeure partie de ette thèse nous explorons l'évolution des perturbations osmo-
logiques salaires et tensorielles dans un Univers branaire de type Randall-Sundrum ayant
une expansion osmologique arbitraire. Nous adoptons un point de vue quadri-dimensionnel
dans lequel les degrés de liberté loalisés sur la brane sont onsidérés omme un système
quantique ouvert ouplé à l'environnement omposé des gravitons du bulk Anti-de Sitter
(AdS). À ause de l'expansion non-uniforme de l'Univers, les degrés de liberté de la brane
et eux du bulk interagissent dans le temps, faisant apparaître une forme dissipation ef-
fetive ainsi que des proessus non-loaux en temps du point de vue quadri-dimensionnel
d'un observateur sur la brane. À partir des propagateurs retardés nus sur la brane et
dans le bulk nous alulons le propagateur eetif sur la brane pour les modes habillés
loalisés sur la brane en resommant les eets de rétroation du bulk à tous les ordres dans
le ouplage brane-bulk. La dissipation et la non-loalité sont insrites dans le propagateur
eetif. Nous obtenons les taux de dissipation de diverses perturbations de matière sur la
brane ainsi que du mode lié du graviton. Ensuite nous présentons un alul expliite de la
fontion de Green retardée ovariante du graviton dans l'espae AdS.
Dans la dernière partie nous étudions la reonstrution du hamp de lentille gravi-
tationnelle sur le CMB dans une osmologie standard. Nous onstruisons un estimateur
statistique des hamps de dilatation et de isaillement diretement en espae réel. La mé-
thode en espae réel développée ii est utile pour analyser des artes du CMB réalistes,
ontenant une oupure galatique et les nombreuses autres petites oupures exluant les
points-soure.
Abstrat
In this thesis we mainly explore the evolution of both salar and tensor osmologial per-
turbations in a Randall-Sundrum braneworld having an arbitrary expansion history. We
adopt a four-dimensional perspetive in whih the loalized degrees of freedom on the brane
are regarded as an open quantum system oupled to the large environment omposed of
the Anti-de Sitter (AdS) bulk gravitons. Due to the non-uniform expansion of the universe,
the brane degrees of freedom and the bulk degrees of freedom interat as they propagate
forward in time, leading to an eetive dissipation as well as a nonloality from the four-
dimensional point of view of an observer on the brane. Using both the "bare" retarded
propagator on the brane and the retarded propagator in the bulk, we ompute the eetive
propagator on the brane for the "dressed" brane modes by resumming the bulk bakrea-
tion eets at all order in the brane-bulk oupling. Dissipation and nonloality are enoded
into the eetive brane propagator. We nd the dissipation rates of various matter pertur-
bations on the brane as well as of the graviton bound state. Next we present an expliit
alulation of the ovariant retarded Green funtion for the graviton in AdS spae.
In the last part, we investigate the reonstrution of CMB lensing in standard osmology.
We onstrut a statistial estimator of the gravitational lensing dilatation and shear elds
diretly in real spae. The real spae method developed here is useful for analysing realisti
CMB maps ontaining a galati ut and possibly numerous small exisions to exlude
point soures that annot be reliably subtrated.
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Introdution
La possibilité que l'Univers possède plus que trois dimensions d'espae peut surprendre
haun à première vue puisque ela va à l'enontre de l'intuition et de l'expériene quo-
tidienne. Mais ette idée ne doit pas être plus surprenante que elle d'Eratosthène qui,
dès l'Antiquité, soutenait que la Terre est ronde devant ses ontemporains qui la voyaient
plate pare qu'ils ne possédaient pas enore la tehnologie susante pour en mesurer sa
vraie géometrie. L'existene de dimensions supplémentaires dans l'Univers est un sénario
sientiquement plausible, réellement pris au sérieux par la ommunauté sientique de
la physique théorique moderne, mais qui n'a pas enore été onrmé expérimentalement.
Les sénarios de dimensions supplémentaires sont motivés par les théories de la physique
des hautes énergies qui visent à unier à très haute énergie, à l'éhelle dite de Plank
(1019 GeV), l'interation gravitationnelle ave les trois autres interations fondamentales
de la nature, à savoir l'interation életromagnétique, l'interation faible et l'interation
forte. Les deux grandes théories physiques du vingtième sièle, que sont la théorie de la re-
lativité générale d'Einstein et la méanique quantique - et la théorie quantique des hamps-,
prédisent ave une très grande préision la plupart des phénomènes physiques observés à
e jour, une grande partie des préditions théoriques ayant été onrmées expérimentale-
ment ave suès. La théorie de la relativité générale ore un adre géométrique rigoureux
pour dérire l'interation gravitationnelle et les méanismes de l'Univers aux éhelles ma-
rosopiques allant du dixième de millimètre jusqu'aux distanes intergalatiques. Elle a
également bouleversé notre vision de l'espae et du temps puisqu'elle unie le temps aux di-
mensions spatiales révélant ainsi que notre Univers est un espae-temps à (3+1) dimensions
pouvant de surroît être ourbées. La théorie quantique des hamps utilise un formalisme
ohérent pour dérire le omportement mirosopique des partiules élémentaires du Mo-
dèle Standard de la physique des partiules (quarks, leptons, bosons de jauge, ...) et leurs
interations életromagnétique, faible et forte à travers les théories de jauge U(1), SU(2) et
SU(3) respetivement. Mais es deux grandes théories reposent sur des formalismes mathé-
matiques diérents et peu ompatibles, la première faisant appel à la géométrie diérentielle
et la seonde aux algèbres non-ommutatives. Pourtant un adre mathématique ohérent
doit pouvoir unier es deux théories pour prétendre dérire omplètement la physique de
phénomènes très énergétiques, inluant des eet quantiques en plus des eets gravitation-
nels, tels que la formation de trous noirs dans l'Univers ou la osmologie primordiale de
l'Univers quelques frations de seondes après le Big-Bang. La théorie des superordes est
le andidat le plus prometteur dans ette quête d'uniation et de réalisation d'une théo-
rie quantique de la gravité [1℄. Cette nouvelle théorie, enore en développement, suppose
que les onstituants élémentaires de la matière ne sont plus les partiules pontuelles de
9
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la théorie quantique des hamps mais des objets étendus unidimensionnels, à savoir des
ordes minusules de la taille de Plank (10−33 m). Chaque état quantique de vibration
des ordes orrespond à une partiule du Modèle Standard de la physique mais le suès
de la théorie des ordes repose en partie sur le fait que le spetre quantique des ordes
ontient également un état de spin 2 sans masse qui orrespond exatement au graviton,
la partiule quantique qui doit véhiuler l'interation gravitationnelle. Ce suès vers l'uni-
ation s'aompagne ependant d'un nouveau bouleversement dans notre ompréhension
de la nature de l'espae-temps : un des résultats majeurs de la théorie est que ette der-
nière exige, pour des raisons de ohérene mathématique, que les ordes évoluent dans un
espae-temps à (9+1) dimensions. L'Univers pourrait don posséder 6 dimensions spatiales
supplémentaires "ahées". La déouverte omplémentaire que les théories de ordes om-
prennent également des membranes de dimensions diverses, appelées "branes", en plus des
ordes elles-même, a motivé l'étude de la possibilité que notre Univers observable réside en
fait sur une membrane à (3 + 1) dimensions entourée de dimensions supplémentaires, pas
forément petites ni ompatiées [5, 9℄.
L'étude de modèles d'Univers branaires plongés dans un espae-temps à inq dimen-
sions peut déjà nous révéler une phénoménologie très rihe dans le adre de la osmologie.
Des questions immédiates se posent dans ette nouvelle perspetive : omment sont dis-
simulées les (ou la) dimensions supplémentaires ? Est-e que la présene de dimensions
supplémentaires dans l'Univers ne ontredit pas les résultats expérimentalement valides
de la physique standard quadridimensionnelle ? Quelles sont les modiations osmolo-
giques éventuelles par rapport à la osmologie standard quadrimensionnelle et omment
les déteter ? Dans la plupart des modèles branaires tous les hamps de partiules du Mo-
dèle Standard sont onnés sur une hypersurfae de genre temps à quatre dimensions,
la brane, et seuls les gravitons peuvent se propager dans les dimensions supplémentaires
de l'espae-temps total appelé bulk. De ette façon la physique du Modèle Standard à
quatre dimensions se trouve préservée sur la brane. Les signatures de la présene éventuelle
de dimensions supplémentaires dans l'Univers ne peuvent don être appréhendées que par
l'étude du omportement de la gravitation et de la osmologie. Une façon, alternative aux
modèles branaires, de s'aranhir du problème des dimensions supplémentaires est de sup-
poser qu'elles sont ompatiées, à la Kaluza-Klein, à très petite éhelle de sorte qu'auun
instrument de mesure n'ait pu les déteter jusqu'à aujourd'hui. Cependant les senarios
branaires, qui autorisent pour ertains d'entre eux la présene d'au moins une dimension
supplémentaire non-ompate de grande taille voire innie, orent par onséquent la pos-
sibilité plus optimiste de pouvoir déteter ette dimension supplémentaire, au moins de
façon indirete. Si la dimension supplémentaire est innie on peut objeter que la gravité
risque de trop se diluer dans ette dimension supplémentaire et que la fore de gravitation
de Newton doit apparaitre beauoup plus faible que prévue aux observateurs loalisés sur
l'Univers-brane à quatre dimensions ; et ela ontredirait les mesures expérimentales de la
loi de Newton qui onrment que le omportement de la fore de gravitation est quadridi-
mensionnel puisque son intensité diminue omme l'inverse de la distane au arré, au moins
jusqu'aux petites distanes de 0.1 mm. Cependant dans leurs travaux de 1999 [9℄, Randall
et Sundrum ont résolu e paradoxe en proposant un modèle d'Univers branaire ohérent
où la dimension supplémentaire est non-ompate et innie mais préserve néanmoins un
omportement quadridimensionnel pour la gravitation sur la brane à basse énergie (dis-
11
tanes > 0.1 mm), du point de vue d'un observateur onné sur la brane. Dans le modèle
de Randall-Sundrum, l'Univers est une brane de géométrie Minkowski à quatre dimensions
plongée dans un espae-temps à inq dimensions de ourbure négative, 'est-à-dire de géo-
métrie Anti-de Sitter (AdS). L'idée astuieuse de e modèle est que la ourbure négative
de la dimension supplémentaire empêhe la gravité de se diluer omplètement dans ette
dimension, de telle sorte que la gravité reste loalisée de façon dynamique sur la brane à
quatre dimensions. De ette façon le omportement de la gravité standard à quatre dimen-
sions reste eetivement onservé sur la brane à basse énergie. Bien-sûr, la brane étant
ii plate et vide de matière, e premier modèle est pauvre du point de vue de la osmolo-
gie. L'étape suivante est d'étudier la osmologie dans le as d'un Univers-brane ayant un
ontenu de matière et une histoire d'expansion osmologique, 'est-à-dire une brane de géo-
métrie Friedmann-Robertson-Walker plongée dans l'espae anti-de Sitter. Un outil eae
sinon indispensable pour évaluer les onséquenes osmologiques de es modèles d'Univers
reste la théorie des perturbations osmologiques.
L'Univers onstitue le plus grand laboratoire pour étudier les proessus de la phy-
sique des hautes énergies et la osmologie observationnelle est devenue à partir de la n
du vingtième sièle une siene de préision extrême à travers les relevés de supernovae,
les observations des strutures à grande éhelle de l'Univers, et surtout la artographie
des anisotropies de température et de polarisation du Fond Dius Cosmologique (CMB,
en anglais, pour Cosmi Mirowave Bakground) grâe aux satellites COBE en 1992 puis
WMAP en 2003. Le rayonnement de photons du Fond Dius nous parvient depuis la surfae
de dernière diusion, 'est-à-dire au moment du déouplage entre la matière et les photons,
380 000 ans après le Big-Bang (redshift z ∼ 1100) quand l'Univers ne faisait qu'un mil-
lième de sa taille atuelle et lorsque sa température était de 3000 K. C'est don l'image la
plus anienne de notre Univers aessible aux observations. Ce rayonnement du iel est un
rayonnement miro-onde de type orps noir dont la température est aujourd'hui de 2.7 K
à ause de l'expansion de l'Univers mais il présente néanmoins des anisotropies relatives,
de l'ordre de 10−5, qui sont le reet des inhomogénéités initiales de l'Univers, responsables
de la formation ultérieure des grandes strutures de l'Univers par attration gravitation-
nelle. Ces inhomogénéités résultent elles-même de utuations quantiques intrinsèques aux
éhelles subhorizon lors de l'époque de l'Ination de l'Univers. La théorie des perturbations
osmologiques permet de relier les perturbations inhomogènes initiales aux anisotropies du
Fond Dius Cosmologique. Les spetres d'anisotropies de température et de polarisation
ont été alulés dans le adre quadridimensionnel du Modèle Standard de la osmologie et
reproduisent dans un ertain intervalle de préision les artes du CMB observées. Dans le
adre d'une osmologie branaire du type Randall-Sundrum, en présene d'une dimension
supplémentaire ayant une struture Anti-de Sitter, on ne peut exlure que ette inquième
dimension ait un rayon de ourbure aussi important qu'un dixième de millimètre. L'enjeu
majeur pour la osmologie branaire est de aluler l'évolution des perturbations osmolo-
giques dans un Univers branaire en expansion quelonque an de omparer les résultats
obtenus aux données du Fond Dius Cosmologique. C'est dans e adre que s'insrit la
majeure partie de e travail de thèse.
La théorie des perturbations osmologiques standard quadridimensionnelle est bien
onnue depuis 1963 grâe aux travaux pionniers de Lifshitz et Khalatnikov [23℄ suivis en
1980 du formalisme invariant de jauge développé par Bardeen [24℄. Selon le prinipe osmo-
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logique, l'Univers apparait homogène et isotrope à grande éhelle dans les trois diretions
spatiales. De e fait les équations d'Einstein linéarisées pour les perturbations peuvent être
diagonalisées par transformation de Fourier dans l'espae tridimensionnel et haque mode
de Fourier évolue selon une équation aux derivées ordinaires (EDO) en temps. Dans le
adre de la osmologie branaire, la théorie des perturbations osmologiques demeure bien
plus ompliquée pare que la présene de la brane, en tant que défaut topologique, brise
l'isotropie de l'espae-temps à inq dimensions, de sorte que les équations de perturba-
tions ne sont plus des EDO en temps mais des équations aux dérivées partielles (EDP)
en temps et en la inquième dimension. Des résultats analytiques ont ependant été ob-
tenus pour des Univers-branes vides à symétrie maximale, telle qu'une brane Minkowski
ou une brane purement (Anti-)de Sitter. Mais dans le as d'une brane osmologique ave
un ontenu de matière et ayant une expansion arbitraire dans le temps, les équations li-
néarisées satisfaites par les perturbations osmologiques ne sont plus séparables, de sorte
que peu de préditions quantitatives statisfaisantes ont été obtenues pour l'évolution des
perturbations osmologiques dans un Univers branaire en expansion. Cependant e premier
problème reste d'ordre tehnique et peut don a priori être abordé de façon numérique. Un
seond problème, d'ordre plus fondamental ou physique, est elui des onditions initiales
dans Anti-de Sitter : en plus d'être speiées sur les degrés de liberté loalisés sur la brane,
les onditions initiales doivent être spéiées sur une innité de degrés de liberté dans le
bulk AdS. Mais il n'y a pas de onditions initiales naturelles dans l'espae AdS. En os-
mologie standard l'existene de onditions initiales naturelles est résolue par les senarios
d'Ination et e suès repose sur la struture ausale de la géometrie de fond de Sitter
(dS) qui tend a eaer les irrégularités initiales. Mais dans le sénario branaire de Randall-
Sundrum la géométrie de fond est AdS, dont la struture ausale fait que l'amplitude des
irregularités initiales est onservée au ours du temps, empêhant ainsi de générer l'homo-
généité et l'isotropie de l'Univers observées aujourd'hui. Si les diultés tehniques peuvent
être éartées par des approhes numériques, le problème des onditions initiales persiste
puisque les shémas numériques ont besoin de spéier des onditions initiales partiulières
dans le bulk pour faire évoluer les perturbations. Dans e travail de thèse nous abordons
le problème de l'évolution des perturbations osmologiques dans un Univers branaire en
expansion de façon analytique : on utilise une approhe eetive quadri-dimensionnelle où
on trae sur l'information manquante portée par les degrés de liberté du bulk, que l'on
englobe dans le propagateur retardé de AdS, e qui évite de dénir un vide initial dans
le bulk. Nous alulons le propagateur retardé eetif sur la brane en resommant les ef-
fets de rétroation du bulk, ontenus dans le propagateur retardé du bulk AdS, à tous les
ordres dans le ouplage brane-bulk. L'objetif suivi dans e travail de thèse est d'obtenir
des résultats quantitatifs quant à l'ordre de magnitude des eets osmologiques dûs à la
présene de dimensions supplémentaires, ela dans un modèle d'Univers branaire en ex-
pansion arbitraire et du type Randall-Sundrum. Au lieu de herher des solutions exates
aux équations de perturbations osmologiques, nous nous sommes intéressés davantage au
rle des gravitons du bulk dans leur interation ave les degrés de liberté loalisés sur la
brane. Dans le as d'une expansion non-uniforme de l'Univers, les exitations quantiques
de degrés de liberté loalisés sur la brane peuvent engendrer l'émission de gravitons dans
le bulk ; eux-i peuvent alors s'éhapper vers l'inni futur, faisant apparaitre, du point de
vue quadridimensionnel d'un observateur loalisé sur la brane, une forme de dissipation.
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Les gravitons émis peuvent aussi être rééhis ou diratés dans le bulk inhomogène Anti-
de Sitter à ause de la ourbure, puis réabsorbés par la brane, engendrant une sorte de
non-loalité du point de vue d'un observateur sur la brane. Ces proessus de dissipation
et de non-loalité sont odés dans le propagateur AdS du graviton et par onséquent
dans le propagateur eetif sur la brane, et onstituent des signatures de la présene de
dimensions supplémentaires. La majeure partie de ette thèse est onsarée au alul des
phénomènes dissipatifs en osmologie branaire. Le dernier hapitre de ette thèse traite un
sujet diérent onernant un travail eetué en osmologie standard : il s'agit d'un travail
en progrès sur la reonstrution en espae réel des eets de lentilles gravitationnelles qui
ontaminent les spetres primordiaux du CMB. Ce mémoire de thèse est organisé omme
suit :
 Au hapitre 1 nous donnons les motivations physiques de la présene de dimensions
supplémentaires dans l'Univers et introduisons les modèles d'Univers branaires.
 Au hapitre 2 nous présentons le modèle de Randall-Sundrum ainsi que ses onsé-
quenes osmologiques, e travail de thèse s'insrivant dans e modèle.
 Au hapitre 3 nous présentons la théorie des perturbations osmologiques branaires
dans le formalisme de Mukohyama et nous disutons quels sont les problèmes et les
diultés renontrées dans le alul de l'évolution des perturbations osmologiques
dans un Univers branaire en expansion.
 Au hapitre 4 nous exposons l'approhe que nous avons adoptée pour étudier l'in-
teration brane-bulk et évaluer l'évolution des perturbations osmologiques dans un
Univers branaire en expansion. Nous montrons omment des proessus de dissipation
et de non-loalité sont odés dans le propagateur du bulk Anti-de Sitter et nous
alulons les taux de dissipation de divers degrés de liberté loalisés sur la brane. Nos
résultats que nous exposons dans e hapitre ont donné lieu à la publiation d'un ar-
tile [51℄ : Dissipation and nonloality in a general expanding braneworld universe,
Mathieu Remazeilles, Phys. Rev. D79 :043523 (arXiv :0807.4238 [hep-th℄).
 Au hapitre 5 nous alulons le propagateur retardé exat du graviton dans l'espae
Anti-de Sitter de façon ovariante. Ce travail n'a pas été soumis à publiation.
 Au hapitre 6 nous terminons sur un tout autre sujet onernant un travail eetué
en osmologie standard sur les eets de lentilles gravitationnelles qui ontaminent
les spetres du rayonnement du Fond Dius Cosmologique. Il s'agit de onstruire un
estimateur statistique optimal du potentiel de lentille en espae réel (par opposition à
l'espae de Fourier tel qu'il a été fait dans la littérature) à partir des spetres observés
des anisotropies de température et de polarisation, ela dans le but de pouvoir nettoyer
les spetres primordiaux des eets de lentilles gravitationnelles tout en tenant ompte
des éventuelles oupures et exisions du iel (points soure, Voie Latée, ...). Les
résultats de hapitre sont en progrès et doivent bientt donner lieu à la publiation
d'un artile : CMB lensing reonstrution in real spae, Martin Buher, Kavilan
Moodley and Mathieu Remazeilles.
La onvention de sommation d'Einstein sur les indies sera souvent utilisée : AµA
µ ≡∑d−1
i=0
∑d−1
j=0 gijA
iAj pour un espae-temps à d dimensions de métrique gµν .
La forme de e mémoire de thèse traduit une volonté de présenter de façon laire et
onise quels sont les enjeux et les diultés du alul des perturbations osmologiques dans
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un Univers branaire en expansion et quelle a éte mon approhe pour les résoudre. Il ne s'agit
en auun as de rappeler les bases de la théorie de la relativité générale ou les résultats de
la osmologie standard que le leteur intéressé pourra trouver dans les nombreux ouvrages
pédagogiques de qualité déjà existant sur le sujet et ités dans la bibliographie à la n de
e manusript.
Chapitre 1
Dimensions supplémentaires et Univers
branaires
L'existene de dimensions spatiales supplémentaires dans l'Univers a d'abord été propo-
sée dans la théorie de Kaluza-Klein en 1921. En introduisant une inquième dimension dans
l'espae-temps, Kaluza [2℄ puis Klein [3℄ ont remarqué qu'on pouvait de ette façon uni-
er l'interation gravitationnelle et l'interation életromagnétique. En eet les équations
d'Einstein de la relativité générale à inq dimensions peuvent se déomposer, lorsqu'on
les projette sur l'espae-temps usuel à quatre dimensions, en les équations d'Einstein à
quatre dimensions de la relativité générale, les équations de Maxwell dérivant l'intera-
tion életromagnétique à quatre dimensions plus une équation de Klein-Gordon pour un
nouveau hamp salaire appelé dilaton. L'absene de détetion de la inquième dimension
a été expliquée par le fait que ette dimension supplémentaire devait être ompatiée
autour du ylindre R4 × S1 de rayon susamment petit de façon à éhapper aux instru-
ments de mesure. La théorie de Kaluza-Klein est ensuite tombée un peu dans l'oubli ave
l' engouement des physiiens provoqué par les déouvertes de la méanique quantique et
des théories de jauges U(1), SU(2) et SU(3) au ours du vingtième sièle, es théories
quantiques de hamps dérivant ave suès les interations életromagnétique, faible et
forte entre les partiules élémentaires ainsi que grand nombre d'expérienes subatomiques.
Cependant les phénomènes gravitationnels extrêmes existant dans l'Univers inluent à la
fois des eets quantiques et des eets gravitationnels. C'est le as pour la formation des
trous noirs ou le omportement de la physique prohe du Big-Bang. Dans l'objetif de
omprendre la physique de es phénomènes, la onstrution d'une théorie quantique de la
gravitation s'est avérée indispensable. Dans ette quête d'une uniation de la gravité ave
les autres interations fondamentales, la question de la dimensionnalité de l'espae-temps
a resurgi à travers la théorie des ordes supersymétriques, ou superordes, qui reste le
meilleur andidat à l'uniation. En remplaçant la représentation pontuelle des partiules
de la théorie quantique des hamps par une représentation unidimensionnelle sous forme
de ordes élémentaires, ette théorie est à même de réonilier la relativité générale ave les
théories quantiques de hamps, mais au prix d'une reonsidération de la dimensionnalité
de l'espae-temps. En eet la quantiation de la théorie des ordes n'est pertinente d'un
point de vue mathématique que si les ordes évoluent dans un espae-temps à (9 + 1) di-
mensions. Cette déouverte, assoiée à la déouverte que la théorie des ordes ontient des
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solutions lassiques orrespondant à des membranes, appelées D-branes, de dimensions
diverses, en plus des ordes elles-même, a inspiré l'idée que notre Univers observable réside
sur une brane à (3+1) dimensions plongée dans un espae-temps de plus haute dimension.
Nous exposons dans e hapitre les motivations physiques issues de la théorie des ordes
qui ont inspiré les sénarios branaires et nous présentons quelques modèles branaires.
1.1 Deux résultats fondamentaux de la théorie des ordes
Nous déduisons dans ette setion deux résultats majeurs de la théorie des ordes [1℄
qui ont motivé l'étude de modèles d'Univers branaire : la présene du graviton dans le
spetre des états quantiques de la orde et la dimensionnalité de l'espae-temps. Nous nous
restreignons à l'étude de la orde bosonique libre pour appréhender es deux propriétés.
1.1.1 Le spetre quantique des ordes ontient le graviton
En théorie quantique des hamps la partiule pontuelle relativiste libre se propage
dans l'espae-temps le long d'une ligne d'Univers de longueur minimale (géodésique), pa-
ramétrisée par le temps propre τ et à l'aide des oordonnées d'espae-temps notées xµ(τ).
Suivant le prinipe de moindre ation, les équations du mouvement de la partiule sont
obtenues en minimisant l'ation proportionnelle à la longueur de la ligne d'Univers. La
orde de la théorie des ordes n'étant que la généralisation bidimensionnelle de la parti-
ule, elle se propage dans l'espae-temps le long d'une feuille d'Univers d'aire minimale,
paramétrisée par deux variables σ = (σ0, σ1) et à l'aide des oordonnées d'espae-temps
notées Xµ(σ0, σ1). Le hoix naturel pour l'ation de la orde bosonique est l'ation de
Nambu-Goto proportionnelle à l'aire de la feuille d'Univers, ou plutt son homologue Lo-
rentzien, S = T
∫
d2σ
√| det gµν∂aXµ∂bXν |. En utilisant la ontrainte (1.2) alulée plus
bas on montre aisément que ette ation est équivalente à l'ation de Polyakov
S = −T
2
∫
d2σ
√
|h|hab(σ)gµν(X)∂aXµ∂bXν (1.1)
où la tension T de la orde a la dimension d'une masse au arré et où il faut distinguer
la métrique intrinsèque hab(σ) de la feuille d'Univers bidimensionnelle (a, b = 0, 1) de
la métrique gµν(X) de l'espae-temps physique (ou espae ible) à d dimensions (µ, ν =
0, ..., d− 1). Notons que si l'espae ible est Minkowskien on peut interpréter ette théorie
d'un autre point de vue omme étant la gravité lassique à deux dimensions, dérite par
la métrique hab, en interation ave d hamps salaires Xµ ; le terme salaire de Rii de
l'ation d'Einstein-Hilbert n'ayant auune raison d'être présent dans l'ation pare que 'est
un invariant topologique à deux dimensions et en e sens un terme non dynamique
1
. La
minimisation de l'ation (1.1) par rapport au hamp métrique hab fournit une équation de
ontrainte sur l'annulation du tenseur énergie-impulsion de la feuille d'Univers
Tab = − 1√|h|
δS
δhab
= ∂aX
µ∂bXµ − 1
2
habh
cd∂cX
µ∂dXµ = 0. (1.2)
1
Notons de plus que l'on peut ajouter un terme de onstante osmologique dans l'ation à deux
dimensions qui ontraint à respeter l'invariane relativiste de l'aire de la feuille d'Univers.
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La feuille d'Univers de la trajetoire de la orde est onformément plate, 'est-à-dire
onforme à l'espae Minkowski, omme toute variété bidimensionnelle. En eet l'ation
est invariante sous les diéomorphismes à deux dimensions, ainsi que sous transformation
onforme de Weyl de la métrique de la feuille d'Univers, hab → Λ(σ0, σ1)hab. L'invariane
sous les diéomorphismes nous laisse la liberté de hoisir la jauge telle que la métrique bidi-
mensionnelle soit onforme à Minkowski hab = e
φηab, où ηab est la métrique Minkowskienne,
ar φ disparaît de l'ation. Nous onsidérons pour la suite que l'espae-temps physique de
fond est Minkowskien an de simplier le raisonnement et nous notons σ0 = τ , σ1 = σ,
alors l'ation (1.1) se simplie omme
S = −T
2
∫
dσdτ
[
X ′
2 − X˙2
]
, (1.3)
où un prime dénote une dérivation par rapport à σ et un point une dérivation par
rapport au temps τ . Dans le hoix de jauge onforme la minimisation de l'ation (1.3)
par rapport à Xµ onduit à l'équation du mouvement de la orde qui n'est autre qu'une
équation d'onde libre bidimensionnelle, et (1.2) onduit à deux équations de ontraintes
appelées onditions de Virasoro :
X ′′ − X¨ = 0, X˙ ·X ′ = 0, X ′2 + X˙2 = 0. (1.4)
Il est néessaire de hoisir des onditions de bord pour la orde. Si la orde est une orde
fermée il est naturel d'imposer une ondition de périodiité sur le paramètre spatial σ tel
que Xµ(σ, τ) = Xµ(σ + π, τ). Si la orde est une orde ouverte, haune de ses extrémités
peut satisfaire des onditions de bord de type Neumann, X ′µ(0, τ) = X ′µ(π, τ) = 0, ou
peut aussi satisfaire des onditions de bord de type Dirihlet, X˙µ(0, τ) = X˙µ(π, τ) = 0. Les
onditions de Dirihlet imposent à la orde ouverte d'avoir ses deux extrémités xées dans
une dimension spatiale, 'est-à-dire que la orde se trouve loalisée dans l'espae-temps sur
une hypersurfae de genre temps et de odimension un où sont attahées ses extrémités.
Cette hypersurfae de l'espae-temps est appelée une D-brane où D vient de Dirihlet,
ou enore une (d − 2)-brane ar elle omporte (d − 2) dimensions spatiales. Son ation
est une généralisation à (d − 1) dimensions de elle de la orde qui n'est autre qu'une 1-
brane. Comme nous allons le voir, le spetre quantique de la orde ouverte ontient les états
partiulaires du Modèle Standard tel que le photon alors que le spetre de la orde fermée
ontient l'état du graviton. Les ingrédients sont don réunis pour onevoir l'idée que les
partiules du Modèle Standard seraient des ordes ouvertes ontraintes de se déplaer sur
une D-brane de odimension un, représentant l'Univers observable, qui est entourée d'une
dimension supplémentaire où seuls les gravitons, qui seraient des ordes fermées, peuvent
se déplaer. La solution générale des équations du mouvement (1.4) pour la orde ouverte
de type Neumann est donnée par
Xµ = xµ + ℓ2sp
µτ + iℓs
∑
n 6=0
1
n
αµne
−inτ cosnσ, (1.5)
où ℓs = (πT )
−1/2
est la longueur fondamentale de la orde
2
et xµ et pµ orrespondent
respetivement à la position et à l'impulsion du entre de masse de la orde. Pour la orde
2
La taille aratéristique des ordes peut être alulée par analyse dimensionnelle en fon-
tion de la onstante de gravitation G, de la vitesse de la lumière c et de la onstante de
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fermée, la solution est une superposition de modes gauhes G et droits D,
Xµ(τ, σ) = XµD(τ − σ) +XµG(τ + σ), ave
XµD =
1
2
xµ +
1
2
ℓ2sp
µ(τ − σ) + 1
2
iℓs
∑
n 6=0
1
n
αµne
−in(τ−σ),
XµG =
1
2
xµ +
1
2
ℓ2sp
µ(τ + σ) +
1
2
iℓs
∑
n 6=0
1
n
α˜µne
−in(τ+σ). (1.6)
Nous pouvons quantier la orde de façon anonique, omme en théorie quantique des
hamps, en élevant au rang d'opérateurs les variables onjuguéesXµ et P µ = δ S / δ X˙µ = T X˙
µ
et en imposant des relations de ommutation anoniques à temps égaux :
[Xµ(τ, σ), P ν(τ, σ′)] = iηµνδ(σ − σ′) et [P µ(τ, σ), P ν(τ, σ′)] = [Xµ(τ, σ), Xν(τ, σ′)] = 0. Par
onséquent les oeients des modes de la orde deviennent eux-même des opérateurs de
réation, (αµm)
† = αµ−m, et d'annihilation, α
µ
m, qui satisfont les relations de ommutation
suivantes
[αµm, α
ν
n] = mδm+nη
µν , [xµ, pµ] = iηµν (1.7)
pour la orde ouverte. L'état du vide |0, kν〉 est annihilé selon αµm|0, kν〉 = 0 (m > 0) et
l'opérateur impulsion du entre de masse satisfait pµ|0, kν〉 = kµ|0, kν〉. Les états exités
sont réés selon |m1, µ1, ..., mk, µk; kν〉 = αµ1−m1 ...αµk−mk |0; kν〉. Des relations similaires sont
obtenues pour les opérateurs α˜n de la orde fermée. Les ontraintes lassiques de Virasoro
sont représentées au niveau quantique par les opérateurs de Virasoro
L0 =
∞∑
n=1
αµ−nαn,µ +
α20
2
− a, Lm = 1
2
∞∑
n=−∞
αµm−nαn,µ (1.8)
où on a déni αµ0 = ℓsp
µ
et où a est une onstante due à l'ambiguité dans l'ordonnement
normal des opérateurs puisque αµ−n et α
µ
n ne ommutent plus dans L0. On peut vérier que
les ontraintes lassiques de Virasoro (X˙ ±X ′)2 = 0 sont équivalentes à Ln = 0 pour tout
n. La ontrainte L0|phys〉 = 0 permet d'obtenir le spetre de masse des états physiques
|phys〉, 'est-à-dire sur la ouhe de masse, selon
M2 = −p2 = 2
ℓ2s
(
∞∑
n=1
〈phys|α−n · αn|phys〉 − a
)
=
2
ℓ2s
(N − a) (1.9)
où N est la valeur propre de l'opérateur nombre d'exitations Nˆ =
∑∞
n=1 α−n · αn. Le
spetre de la orde ouverte démarre don ave
 Le vide |0, kν〉 : N = 0 et M2 = −2a/ℓ2s qui est un tahyon si a > 0.
 Le premier état exité est un état bosonique vetoriel, αµ−1|0, kν〉 : N = 1, M2 =
2(1− a)/ℓ2s. Cet état s'identie au photon si sa masse est nulle, 'est à dire si a = 1.
Plank ~ : ℓs =
√
~G/c3 ∼ 10−33 m. Cette taille minusule, dite de Plank, justie que les ordes
puissent être représentée à plus basse énergie par les partiules pontuelles de la théorie quantique des
hamps.
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Nous onstatons don que le hoix a = 1 dans la théorie des ordes bosoniques fait que le
spetre de la orde ouverte ontient le photon du Modèle Standard, 'est-à-dire la partiule
de jauge U(1) de spin 1 et à (d − 2) degrés de liberté véhiulant l'interation életroma-
gnétique. Cependant le vide est tahyonique e qui traduit une instabilité du vide (masse
imaginaire, impulsion de genre espae) et don une inohérene à priori de la théorie quan-
tique. En réalité ette instabilité tahyonique disparaît pour la théorie omplète, dite des
superordes, qui inlue la présene de ordes fermioniques en plus des ordes bosoniques.
L'ation des superordes est intrinsèquemnt supersymétrique (symétrie bosons-fermions),
e qui a pour eet d'éliminer le tahyon. Regardons maintenant le spetre de la orde fer-
mée bosonique. Les relations de ommutation supplémentaires pour les modes gauhes de
la orde fermée sont similaires à elles des modes droits [α˜µm, α˜
ν
n] = mδm+nη
µν
, [α˜µm, α
ν
n] = 0,
où on note α˜µ0 = α
µ
0 = (1/2)ℓsp
µ
. Les états quantiques de la orde fermée sont rées à l'aide
des opérateurs de réation selon Πim=1Π
j
m′=1α
µm
−nmα˜
µm′
−nm′
|0, 0, kν〉. Les onditions de Virasoro
deviennent au niveau quantique Lm|0, 0, kν〉 = L˜m|0, 0, kν〉 = 0. L'annulation de l'opérateur
(L0 − L˜0) impose l'égalité N = N˜ entre les nombres de partiules générées par les modes
droits et gauhes. L'annulation supplémentaire de l'opérateur (L0 + L˜0) fournit le spetre
de masse suivant pour la orde fermée
M2 =
2
ℓ2s
∞∑
n=1
(2N − 2a) . (1.10)
Le vide de la orde fermée bosonique est enore tahyonique si a > 0. Le premier état exité
|Ωµν〉 = αµ−1α˜ν−1|0, 0, kρ〉 (N = 1) peut se déomposer selon
 un état de spin 0 appelé dilaton, |Φ〉 = |Ωµµ〉, de masse M2 = 4ℓ2s (1− a),
 un état tensoriel antisymétrique, |Bµν〉 =
(|Ωµν〉 − |Ω†µν〉) /2, de masseM2 = 4ℓ2s (1−a),
 un état tensoriel symétrique et sans trae, |gµν〉, de masse M2 = 4ℓ2s (1− a).
En faisant le hoix a = 1 omme pour la orde ouverte, on onstate le spetre de la
orde fermée ontient un état de spin 2 sans masse, symétrique et sans trae, état qui
s'identie naturellement au graviton, le hamp de métrique de l'espae-temps. Le tahyon
de la orde fermée disparait en théorie des superordes lorsqu'on inlue les superpartenaires
fermioniques dans la théorie. Le alul des premiers états quantiques du spetre révèle que
la théorie des superordes engendre, parmi une innité de partiules, le photon, boson
de jauge véhiulant l'interation életromagnétique, ainsi que le graviton, boson de jauge
devant véhiuler l'interation gravitationnelle
3
. En ontenant le hamp du graviton dans
son spetre, la théorie des superordes se présente don omme une théorie quantique qui
doit ontenir la théorie de la relativité générale à basse énergie.
1.1.2 L'espae-temps possède (9+1) dimensions
Le hoix de la jauge onforme, hab = e
φηab, adoptée préédemment ne xe pas totalement
la jauge pour l'ation de Polyakov puisque φ peut-être hoisi arbitrairement. Il reste une
symétrie de jauge résiduelle liée aux transformations onformes de la feuille d'Univers. On
3
On peut montrer que la théorie des ordes ontient également les bosons de jauge SU(2) de l'interation
faible et les gluons de l'interation forte mais ela va au-delà de l'objetif de ette setion.
1.1. DEUX RÉSULTATS FONDAMENTAUX DE LA THÉORIE DES
CORDES 20
peut utiliser ette liberté résiduelle pour xer davantage la jauge. Introduisons pour ela les
oordonnées du ne de lumière pour la feuille d'univers, σ± = τ±σ, et pour l'espae-temps
X± =
(
X0 ±Xd−1), les oordonnées transverses X i, i = 1, ...d− 2, demeurant inhangées.
L'ation (1.3) puis l'équation du mouvement deviennent dans es oordonnées
S =
∫
dσ+dσ−∂+X · ∂−X, ∂+∂−X = 0. (1.11)
La symétrie résiduelle de l'ation (1.11) orrespond à la possibilité de reparamétrisations
arbitraires de la feuille d'Univers σ+ → f(σ+), σ− → g(σ−). Comme les solutions de
l'équation du mouvement sont elles-même la somme d'une fontion de σ+ et d'une fontion
de σ−, l'invariane résiduelle nous autorise à xer la jauge simple, dite du ne de lumière,
pour un degré de liberté :
X+(σ, τ) = x+ + ℓ2sp
+τ. (1.12)
Les ontraintes de Virasoro lassiques, 2ℓ2sp
+
(
X˙− ±X−′
)
=
(
X˙ i ±X i′
)2
, où i = 1, ..., d−
2, permettent d'obtenir X− = x− + ℓ2sp
−τ + iℓ2s
∑
n 6=0
α−n
n
e−inτ cos(nσ) en fontion des X i :
α−n =
1
p+
(
1
2
d−2∑
i=1
∞∑
m=−∞
: αin−mαi,m : −aδn
)
, (1.13)
où on a noté α−0 = ℓ
2
sp
−
et où a est une onstante due à l'ambiguité d'ordonnement normal
des opérateurs quantiques de réation et d'annihilation αi−m et α
i
m. L'enadrement entre
deux points dénote le produit en ordre normal des opérateurs. On en déduit le spetre de
masse des états quantiques M2 = 2p+p− − pipi = 〈phys|2p+α
−
0
ℓ2s
− 1
ℓ2s
∑d−2
i=1 α
i
0α
i
0|phys〉 =
2(N−a) où N est la valeur propre de l'opérateur nombre d'exitations Nˆ =∑∞m=1 αi−mαi,m.
Le premier état exité |αi−1〉 possède (d−2) degrés de liberté et orrespond au photon sans
masse si a = 1 de nouveau. Cette ondition se trouve être en fait indispensable pour
satisfaire l'invariane de Lorentz de la théorie puisque le premier état exité se transforme
sous Lorentz omme un veteur du groupe SO(d−2) qui orrespond au groupe de symétrie
d'une partiule vetorielle sans masse. Dans la jauge du ne de lumière on peut aluler
ette fois diretement la onstante d'ordonnement normal a, d'après la relation
1
2
d−2∑
i=1
+∞∑
n=−∞
: αi−nα
i
n : =
1
2
d−2∑
i=1
+∞∑
n=−∞
αi−nα
i
n −
d− 2
2
∞∑
n=1
n. (1.14)
On en déduit a = −d−2
2
∑∞
n=1 n. Cette série divergente peut être régularisée au moyen de
la fontion Zeta de Riemann selon
∑∞
n=1 n = ζ(−1) = −1/12 de telle sorte que
a =
d− 2
24
. (1.15)
Les onditions d'existene du photon et du graviton et la ondition d'invariane de Lorentz
dans la théorie des ordes se sont traduits par la ondition a = 1. Combinée à l'expres-
sion expliite (1.15), ette ondition impose à son tour la ondition que l'espae-temps
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de la théorie des ordes bosoniques possède exatement d = 25 + 1 dimensions. De façon
alternative la quantiation de la théorie par intégrale fontionnelle à la Fadeev-Popov au-
rait montré qu'une anomalie quantique apparait dans l'algèbre des opérateurs de Virasoro
(inluant les hamps de ghost). La ondition d = 26 est alors néessaire pour annuler l'ano-
malie quantique et ainsi rendre la théorie ohérente au niveau quantique. La théorie des
ordes bosoniques n'est ependant pas satisfaisante d'un point de vue physique puisqu'elle
ne ontient pas de fermions. Une quantiation analogue de la version supersymétrique de
la théorie montre que les superordes doivent en réalité évoluer dans un espae-temps à
9+1 dimensions. Enn préisons qu'il existe en fait inq théories des superordes diérentes
mais duales entre elles qui ne sont que des limites partiulières d'une seule et unique théorie
fondamentale, appelée théorie M [4℄, qui impose à l'espae-temps de posséder nalement
10 + 1 dimensions.
Deux alternatives, qui ne s'exluent pas l'une et l'autre, ont été proposées pour expliquer
l'absene de détetion des six (ou sept) dimensions supplémentaires de l'espae-temps : es
dimensions peuvent soit être ompatiées à la Kaluza-Klein sur une éhelle susament pe-
tite pour éhapper à la résolution des instruments de mesure, soit être non-ompates mais
orthogonales à une brane à quatre dimensions sur laquelle réside notre Univers observable.
1.2 Modèles d'Univers branaires
Nous avons vu que la théorie des ordes englobe toutes les théories de jauge y om-
pris la gravitation à travers la présene du graviton dans son spetre. En ontrepartie la
quantiation ohérente de ette théorie d'uniation implique que l'espae-temps possède
des dimensions supplémentaires. De plus les hamps du Modèle Standard, dérits par des
ordes ouvertes, peuvent être ontraints de se déplaer sur des membranes (D-branes) de
odimension 1. Seuls les gravitons, dérits par des ordes fermées, peuvent se propager dans
la dimension supplémentaire. Ces onséquenes majeures de la théorie des ordes ont été la
première soure d'inspiration dans la onstrution de modèles branaires, onsidérant que
notre Univers observable réside en fait sur une brane à quatre dimensions plongée dans un
espae-temps de dimension supérieure (Fig. 1.1). La physique du Modèle Standard onserve
son omportement quadridimensionnel puisque tous les hamps du Modèle Standard sont
onnés sur la brane. La gravitation et la osmologie doivent en revanhe être aetées par
la présene de dimensions supplémentaires puisque les gravitons peuvent se déplaer dans
toutes les dimensions du bulk.
Dans ette setion nous présentons dans les grandes lignes quelques premiers modèles
branaires dont on pourra omparer les aratéristiques ave le modèle de Randall-Sundrum
présenté de manière détaillée au hapitre 2.
1.2.1 Modèle de Horˇava-Witten
Ce modèle [4, 5℄ a été onstruit pour trouver des dualités qui relient les inq versions
perturbatives de la théorie des superordes à la théorie M. On ne onnait pas enore om-
plètement la struture non-perturbative de la théorie M mais on sait que ette théorie
fondamentale ontient des p-branes de dimension (p+1) diverses et qu'elle admet la super-
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− Champs du MS confines
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 dimension                 
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Univers observable a (3+1) dimensions 
              BRANE
Fig. 1.1  Desription shématique d'un Univers branaire entourée d'une dimension sup-
plémentaire innie. Les partiules du Modèle Standard sont ontraintes de se déplaer dans
les quatre dimensions de la brane. Seuls les gravitons peuvent s'éhapper dans la dimension
supplémentaire.
gravité
4
à 11 dimensions omme limite de basse énergie. En 1996, Horˇava et Witten ont
exprimé la théorie M, ou sa limite de basse énergie, la supergravité à 11 dimensions, sur la
variété quotient M = R10 × S1/Z2, 'est-à-dire que la onzième dimension est ompatiée
sur un erle S1 ayant une symétrie miroir Z2 et don deux points xes, le terme mathéma-
tique pour S1/Z2 étant orbifold. En faisant ela ils ont onstaté que, dans la limite d'un
petit rayon de ompatiation, la théorie M est dérite par la théorie des ordes hétéro-
tiques E8×E8 à 10 dimensions en ouplage fort, qui est une des inq versions de la théorie
des ordes. Les deux points xes de l'orbifold S1/Z2 onstituent des sous-espaes branaires
à (9+1) dimensions sur haun desquels est onnée une théorie de jauge E8 an d'éliminer
les anomalies de jauge et gravitationnelle dans la théorie. On peut enore ompatier à
la Kaluza-Klein six dimensions spatiales sur une variété dite de Calabi-Yau, X , pare que
e type de variété ompate onserve la supersymétrie de la théorie des ordes, réduisant
ainsi le nombre de dimensions non-ompates à (3+1) sur haque brane xe de l'orbifold :
M = R4 ×X × S1/Z2. En supposant que l'éhelle de ompatiation des six dimensions
sur la variété de Calabi-Yau est bien plus petite que le rayon de l'orbifold, on obtient le
sénario d'un monde à inq dimensionsM≈ R4×S1/Z2 où se propage la gravité et onte-
nant deux univers branaires à (3+1) dimensions sur lesquels sont onnées les interations
de jauge (Fig.1.2). De part et d'autre de haque brane l'espae est symétrique dans la in-
quième dimension d'après la symétrie Z2. Le modèle ordiste d'Horava-Witten a inspiré
le modèle de Randall-Sundrum présenté plus loin, ainsi que le besoin de omprendre la
phénoménologie et la osmologie branaire à inq dimensions non ompates.
4
Théorie ave supersymétrie loale qui induit la présene de la gravité.
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Fig. 1.2  Modèle de Horˇava-Witten. L'espae-temps de la théorie M à 11 dimensions est
déomposé en deux branes à 10 dimensions, situées aux points xes de l'orbifold S1/Z2,
dont 6 dimensions sont ompatiées sur une variété de Calabi-Yau et (3+1) dimensions
sont non-ompates. Une théorie de jauge E8 est onnée sur haque brane. La supergravité
se propage dans les 11 dimensions.
1.2.2 Modèle ADD
On peut se poser la question de savoir pourquoi l'interation gravitationnelle entre deux
partiules est d'intensité beauoup plus faible que les trois autres interations de jauge du
Modèle Standard. En eet l'éhelle d'énergie à laquelle les interations de jauge du Modèle
Standard sont d'intensité équivalente est donnée par l'éhelle életrofaiblemEW ∼ 1 TeV ,
alors que l'éhelle d'énergie à laquelle l'intensité de la gravité serait aussi importante que
elle des interations de jauge est donnée par l'éhelle de PlankMp = G
−1/2
N ∼ 1019 GeV ,
où Mp est la masse de Plank et GN la onstante de gravitation de Newton. Cei onstitue
le problème de hiérarhie en physique des partiules : pourquoi l'éhelle de Plank de
l'interation gravitationnelle est-elle si éloignée de l'éhelle életrofaible des trois autres
interations de jauge (mEW/Mp ∼ 10−16 ≪ 1) ?
Le modèle d'Arkani-Hamed, Dimopoulos et Dvali (ADD) [7℄, publié en 1998, propose
une solution au problème de hiérarhie. Dans e modèle l'Univers réside sur une brane
Minkowski à quatre dimensions entourée de n dimensions supplémentaires ompates de
taille R (R est le rayon de ompatiation), donnant à l'espae-temps total à (4 + n)
dimensions la topologie M = R4 × Sn. Les hamps de jauge du Modèle Standard sont
onnés sur la brane, seule l'interation gravitationnelle peut se diluer dans les dimensions
ompates. L'éhelle fondamentale de la gravitation est ainsi donnée par la masse de Plank
à (4+n) dimensionsMp(4+n) et la masse de Plank à quatre dimensions n'est qu'une éhelle
eetive sur la brane. En supposant que l'éhelle de Plank à (4 + n) dimensions est du
même ordre de grandeur que l'éhelle életrofaible, Mp(4+n) ∼ mEW ∼ TeV , on élimine
ainsi tout problème de hiérarhie. L'importane de la masse de Plank à quatre dimensions
Mp ∼ 1019GeV , mesurée par un observateur loalisé sur l'Univers-brane, s'explique don
par l'importane de la taille R et du nombre n des dimensions supplémentaires.
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En appliquant le théorème de Gauss en (4 + n) dimensions, on trouve que le potentiel
Newtonien d'interation gravitationnelle entre deux masses test m1, m2 séparées d'une
distane r ≪ R vaut
V (r)
r≪R∼ m1m2
Mn+2p(4+n)
1
rn+1
, (1.16)
illustrant que la gravité se dilue dans les n dimensions supplémentaires. Par ontre si les
masses sont séparées d'une distane r ≫ R alors elles ne ressentent plus la présene des
dimensions supplémentaires ompates et subissent un hamp gravitationnel quasi quadri-
dimensionnel : on obtient le omportement habituel du potentiel gravitationnel en 1/r
V (r)
r≫R∼ m1m2
Mn+2p(4+n)R
n
1
r
. (1.17)
La onstante de Plank eetive à quatre dimensions Mp est don reliée à la à la onstante
de Plank fondamentale de plus haute dimension selon M2p = M
n+2
p(4+n)R
n
. En posant
Mn+2p(4+n) ∼ mEW ∼ TeV , la résolution du problème de hiérarhie exige don que la
taille des dimensions supplémentaires ompates soit
R ∼ 10−17+30/n m. (1.18)
Le as n = 1 implique des modiations de la gravité de Newton usuelle jusqu'à des
distanes R ∼ 1013 m, 'est-à-dire de l'ordre des distanes aratéristiques du système
solaire. Ce as est bien-sûr exlu par toutes les observations astronomiques. Par ontre, le
omportement quadridimensionnel en 1/r de la loi de Newton n'ayant jamais été testé à
des distanes inférieures au millimètre, ela laisse entrevoir la possibilité que l'Univers est
une brane entourée d'au moins deux dimensions supplémentaires. Le as n = 2 est don
le plus intéressant ar il implique l'existene de dimensions ompates de grande
5
taille
R ∼ 0.1 mm et don des modiations de la loi de Newton potentiellement détetables à
ette grande distane. L'idée de e modèle a été de proter du fait que les trois interations
de jauge du Modèle Standard ont été testée aux éhelles du TeV alors que la loi de la gravité
n'a jamais été testée en dessous de 0.1 mm. Cela autorise la gravité à se propager dans un
espae de plus haute dimension tout en ontraignant les interations de jauge à se propager
sur une brane à quatre dimensions.
La présene de dimensions supplémentaires entraine d'autres onséquenes phénoméno-
logiques, notamment l'existene de gravitons massifs omme nous allons le voir. De façon
générale les gravitons sans masse (ou ondes gravitationnelles) se déplaent à la vitesse de
la lumière dans un espae-temps à (4 + n) dimensions et orrespondent aux utuations
transverses et sans trae de la métrique. Les equations d'Eintein linéarisées pour es pertur-
bations de métrique se réduisent dans un espae-temps plat (Minkowskien) à une équation
d'onde salaire dans le vide ( M4 + Sn = 0), 'est-à-dire dans l'espae des impulsions :
p2 = 0 = −p20 + p21 + p22 + p23 +m2, (1.19)
5
L'éhelle R ∼ 0.1 mm est grande par rapport aux autres éhelles du problème telles que l'éhelle
életrofaible.
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e qui entraine l'apparene, du point de vue quadridimensionnel, d'une masse eetive
m2 = Snhab pour les gravitons hab. Dans le modèle ADD l'espae-temps total n'est pas
Minkowskien puisque ompatié mais de la même façon en projetant les équations linéa-
risées du graviton à (4 + n) dimensions sur l'espae Minkowskien à quatre dimensions on
obtient l'équation du mouvement d'un graviton massif à quatre dimensions. Les dimen-
sions supplémentaires étant ompatiées sur un erle de rayon R, le spetre de masse
des gravitons est disret et les masses sont séparées de ∆m ∼ 1/R. Cette tour disrète de
gravitons massifs est appelée tour de Kaluza-Klein (KK) en référene au modèle du même
nom qui partage ette propriété due aux dimensions supplémentaires. Plus R est petit plus
le premier graviton massif est lourd et peut avoir éhappé aux déteteurs des aélérateurs
de partiules. Hormis les modiations de la loi de Newton à petite distane, la détetion
de gravitons KK dans les aélérateurs (e.g au Large Hadron Collider) onstituerait une
autre signature forte de la présene de dimensions supplémentaires.
1.2.3 Modèle RS 1
Le modèle ADD ave n = 2 dimensions supplémentaires élimine ertes la hierarhie entre
l'éhelle de Plank Mp et l'éhelle életrofaible mEW mais introduit une nouvelle hiérarhie
entre l'éhelle életrofaible et l'éhelle de ompatiation R−1 ∼ 10−3eV . De plus le fait
que R soit grand dans le modèle ADD autorise la présene de gravitons KK légers, e qui
semble inompatible ave l'absene de leur détetion dans les aélérateurs atuellement en
fontionnement. Randall et Sundrum ont proposé un sénario alternatif pour résoudre le
problème de hiérarhie en utilisant seulement une seule dimension supplémentaire, ourbée
mais non-ompate [8℄. Dans e premier modèle de Randall-Sundrum (modèle appelé RS
1), deux branes Minkowski de genre temps à quatre dimensions sont plongées dans une
portion de l'espae Anti-de Sitter à inq dimensions (AdS5) où la inquième dimension
possède de plus la struture orbifold S1/Z2 :
ds2bulk AdS5 = gabdX
adXb = e−2|y|/ℓηµνdx
µdxν + dy2. (1.20)
ηµν est la métrique Minkowski à (3 + 1) dimensions et ℓ est le rayon de ourbure l'espae
AdS5. La première brane, située sur le point xe y = 0 de l'orbifold, est ahée tandis que
l'autre brane, parallèlement positionnée à distane nie dans la dimension supplémentaire
sur l'autre point xe y = L, onstitue l'Univers visible. L'espae AdS entre les deux branes
a don une onstante osmologique négative Λ5 = −6/ℓ2 et est Z2-symétrique de part et
d'autre de haque brane y ↔ −y , L+y ↔ L−y (Fig. 1.3). Cet édie branaire orrespond
vraiment à une solution exate des équations d'Einstein à inq dimensions, qui onserve
l'invariane de Poinaré à quatre dimensions sur haque brane à la seule ondition que les
deux branes possède une tension de signe opposé ±σ qui soit ajustée selon σ = 3M35 /(4πℓ),
où M5 est l'éhelle fondamentale de Plank à inq dimensions, an d'annuler la onstante
osmologique eetive sur les branes Minkowski. Le modèle RS parait plus satisfaisant du
point de vue géométrique que le modèle ADD puisque 'est une solution des équations
d'Einstein et que les branes apparaissent ette fois omme des objets géométriques auto-
gravitants, inuençant la géométrie du bulk. Le point faible est que et ajustement n des
paramètres n'a pas enore de justiation fondamentale. Par ontre le modèle RS s'insère
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Fig. 1.3  Modèle de Randall-Sundrum (RS 1) à deux branes. L'espae-temps Anti-de
Sitter entre les branes, situées aux points xes de l'orbifold, a une onstante osmologique
négative. L'espae est Z2-symétrique de part et d'autre de haque brane. L'Univers réside
sur la brane visible en y = L.
très bien dans la théorie eetive à inq dimensions du sénario ordiste d'Horava-Witten
(voir paragraphe 1.2.1). À partir de (1.20) on relie aisément le volume 5D ave le volume 4D
ainsi que les salaires de ourbure de Rii 5D et 4D, de telle façon que l'ation d'Einstein-
Hilbert inlue l'ation eetive à 4D selon :
M35
∫
d5X
√
|g|R ⊃ M35
∫ L
0
dye−2y/ℓ
∫
d4x
√
|g(4)|R(4), (1.21)
entrainant la relation suivante entre l'éhelle fondamentale et l'éhelle de Plank eetive
Mp : M
2
p = M
3
5 ℓ
[
1− e−2L/ℓ]. Si l'on veut disuter le problème de hiérarhie du point de
vue de la brane visible supportant notre Univers il onvient de renormaliser à 1 le fateur
onforme de la métrique induite sur la brane visible située à y = L, en modiant le fateur de
gauhissement
6
dans (1.20) selon e−2y/ℓ → e−2(y−L)/ℓ. Dès lors la masse de Plank eetive
mesurée en y = L sur la brane visible vaut
M2p = M
3
5 ℓ
[
e2L/ℓ − 1] . (1.22)
En supposant que l'éhelle fondamentale soit le TeV etM5, ℓ ∼ mEW ∼ TeV , le problème de
hiérarhieMp ∼ 1019GeV se resoud don en supposant que les branes sont distantes de L ∼
37ℓ. On onstate que le modèle RS 1 n'introduit pas de nouvelle hiérarhie ontrairement
au modèle ADD. De plus la petite taille de la dimension supplémentaire L ∼ TeV −1
répond de manière plus satisfaisante aux ontraintes expérimentales que le modèle ADD
puisque les gravitons KK massifs sont ette fois beauoup plus lourds ave des masses de
départ de l'ordre du TeV. La distane entre les branes orrespond à la valeur moyenne dans
le vide d'un hamp quantique salaire (appelé le module), e dernier doit être stabilisé si
l'on veut que la hiérarhie soit respetée au niveau quantique. Notons qu'un méanisme de
stabilisation a été proposé par Goldberger et Wise [11℄ en introduisant un hamp salaire
dans le bulk.
6
warp fator en anglais.
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Je ne m'étendrai pas davantage sur le vaste problème de hiérarhie ni sur la phénomé-
nologie des modèles branaires puisque je vais désormais me onentrer à partir du hapitre
suivant sur la gravitation et la osmologie dans le modèle de Randall-Sundrum à une brane
(modèle appelé RS 2). Dans le modèle RS 2, l'Univers réside ette fois sur la brane en y = 0
et l'autre brane a été repoussée à l'inni L→∞ de sorte qu'il n'y a plus qu'une seule brane
dans e modèle.
Chapitre 2
Le modèle de Randall-Sundrum
Randall et Sundrum ont amené un point de vue nouveau sur la osmologie et la gravi-
tation en proposant en 1999 un modèle branaire simple et élégant [9℄ où la gravité standard
est loalisée de façon dynamique sur la brane quadridimensionnelle malgré la présene d'une
dimension supplémentaire non-ompate et innie. Dans e modèle (dit RS 2), notre Uni-
vers observable réside sur une hypersurfae à (3+1) dimensions, une 3−brane, de géométrie
Minkowskienne plongée dans un espae-temps Anti-de Sitter à inq dimensions (AdS5). De
façon qualitative l'idée générale du modèle de Randall-Sundrum est que la ourbure du
bulk Anti-de Sitter entraine en fait une ompatiation eetive de la inquième dimen-
sion empêhant ainsi la gravité 4D de se diluer dans ette dimension supplémentaire. En
onséquene le omportement 4D de la gravité d'Einstein reste préservé sur la brane, au
moins aux grandes distanes orrespondant aux éhelles où la fore de gravité a été testée
expérimentalement. Dans e hapitre on présente quantitativement et qualitativement les
onséquenes gravitationnelles et osmologiques du modèle branaire de Randall-Sundrum.
2.1 Loalisation dynamique de la gravité
Dans le modèle de Randall-Sundrum l'Univers à (3 + 1) dimensions est une brane
Minkowki de tension σ plongée dans une portion de l'espae Anti-de Sitter AdS5 à inq
dimensions de rayon de ourbure ℓ :
ds2 = e−2|y|/ℓηµνdx
µdxν + dy2, (2.1)
où ηµν est la métrique de Minkowski à (3+1) dimensions (Fig. 2.1). La métrique de l'espae
AdS5 dans les oordonnées (2.1) induit eetivement une métrique quadridimensionnelle
de géométrie Minkowski sur la brane située en y = 0. Le fateur de gauhissement ontient
la valeur absolue |y| pare que l'espae AdS est supposé Z2-symétrique de part et d'autre
de la brane (symétrie miroir y ↔ −y), en référene à la symétrie orbifold du modèle
de ordes de Horˇava-Witten (paragraphe 1.2.1). Cette onstrution branaire (2.1) est la
solution métrique gab des équations d'Einstein à inq dimensions :
Rab − 1
2
gabR = −Λ5gab − κ2δ(y)σηµνδµa δνb , (2.2)
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symetrie Z2
y = 0
espace AdS gauchi
Λ5        (    < 0 )
5
Minkowski
4 D
Univers−brane  
Fig. 2.1  Modèle de Randall-Sundrum (RS 2) à une brane. L'espae-temps Anti-de Sitter
à inq dimensions est gauhi et symetrique de part et d'autre de la brane Minkowski à
quatre dimensions.
où a, b = 0, ..., 4 et µ, ν = 0, ..., 3, κ2 = 8π/M35 , et où le tenseur énergie-impulsion (tension)
quadridimensionnel de la brane est loalisé en y = 0. Enn la tension σ est ajustée à la
onstante osmologique du bulk Λ5, an qu'il n'y ait pas de onstante osmologique eetive
sur la brane Minkowski (Λ4 = 0), selon :
Λ5 =
−6
ℓ2
, σ =
3M35
4πℓ
. (2.3)
La géométrie de l'espae AdS (2.1) est non-fatorisable et gauhie.
2.1.1 Equation du mouvement du graviton dans le bulk AdS5
La théorie des perturbations de la métrique permet de aluler le spetre des gravitons
(ou ondes gravitationnelles d'un point de vue lassique) apparaissant dans le modèle de
Randall-Sundrum. Les ondes gravitationnelles orrespondent aux utuations inhomogènes
et anisotropes de la métrique de l'espae-temps, il s'agit don d'étudier l'évolution des
perturbations de la métrique à l'ordre linéaire à travers les équations d'Einstein linéarisées.
Pour linéariser les équations d'Einstein il est pratique de se plaer dans le système de
oordonnées onformes de Poinaré, z = ℓey/ℓ, pour dérire le bulk AdS5
ds2 = ℓ2
−dt2 + dx23 + dz2
z2
. (2.4)
Dans es oordonnées, la métrique AdS est onforme à la métrique Minkowski et z est la
dimension supplémentaire. Le alul des perturbations, hAB ≪ 1, de la métrique (2.4) du
bulk AdS
ds˜2 =
ℓ2
z2
(ηAB + hAB) dx
AdxB (2.5)
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se ramène ainsi d'une ertaine façon au alul, plus simple, des perturbations de l'espae plat
Minkowskien. Notons g˜AB = ηAB + hAB la métrique plate perturbée et gAB = e
−W (z)g˜AB la
métrique AdS perturbée (2.5) ave le fateur onforme W (z) = ln(z2/ℓ2). La perturbation
linéaire du tenseur d'Einstein, G˜AB ≡ R˜AB−(1/2)g˜ABR˜, dans l'espae Minkowski perturbé
est triviale (voir par exemple dans le livre de Robert Wald [10℄)
δG˜AB = ∂
C∂(BhA)C − 1
2
∂C∂ChAB − 1
2
∂A∂Bh
C
C
−1
2
ηAB(∂
C∂DhCD − ∂C∂ChDD), (2.6)
où (A,B) signie la symétrisation sur les indies. De plus les tenseurs d'Einstein de deux
espaes-temps onformes entre eux sont liés selon (voir par exemple dans le livre de Wald
[10℄)
GAB = G˜AB +
3
2
[
1
2
∇˜AW ∇˜BW + ∇˜A∇˜BW
−g˜AB(∇˜C∇˜CW − 1
2
∇˜CW ∇˜CW )] (2.7)
où ∇˜ est la dérivée ovariante selon la métrique g˜AB de Minkowski perturbé. A partir de
(2.6) et (2.7) on en déduit la perturbation linéaire du tenseur d'Einstein dans l'espae AdS
δGAB = ∂
C∂(BhA)C − 1
2
∂C∂ChAB − 1
2
∂A∂Bh
C
C
−1
2
ηAB(∂
C∂DhCD − ∂C∂ChDD)
−3
2
[
1
2
ηCD(∂AhBC + ∂BhAC − ∂ChAB)∂DW
+hAB∂C∂
CW + ηAB(
1
2
∂Ch
D
D∂
CW
−∂ChCD∂DW − hCD∂C∂DW )
−1
2
(hAB∂CW∂
CW − ηABhCD∂CW∂DW )]. (2.8)
Il s'ensuit que les équations d'Einstein linéarisées dans le bulk AdS5, δGAB = −(6/ℓ2)hAB,
sont
0 = 1
2
[∂C∂BhAC + ∂
C∂AhBC − 5hAB − ∂A∂BhCC
−ηAB(∂C∂DhCD − 5h)]− 6z2ηABhzz
− 3
2z
[∂AhzB + ∂BhzA − ∂zhAB + ηAB(∂zh− 2∂ChCz )]. (2.9)
Comme la théorie de la relativité générale à inq dimensions est invariante sous les inq re-
paramétrisations loales des oordonnées d'espae-temps xA → xA+(ℓ2/z2)ǫA(xB), hAB →
hAB − ∂AǫB − ∂BǫA + 2ηAB(ǫz/z), on peut xer la jauge
hAz = 0 (2.10)
qui élimine inq omposantes des quinze omposantes de la perturbation hAB. Cependant
la jauge n'est pas omplètement xée [12℄ puisqu'on peut trouver inq fontions arbitraires
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cµ(x
ν), d(xν) dépendant des oordonnées 4D (µ, ν = 0, ..., 3) telles que les reparamétrisa-
tions loales suivantes des oordonnées d'espae-temps, ǫz = zd, ǫµ = (1/2)z
2∂µd + cµ ne
modient pas la jauge hAz = 0 mais seulement les omposantes transverses de la perturba-
tion selon
hµν → hµν + z2∂µ∂νd− ∂µcν − ∂νcµ − 2ηµνd. (2.11)
Dans la jauge (2.10) on peut déomposer l'équation du mouvement (2.9) selon
∂ρσh
ρσ − 4h+ 3
z
∂zh = 0, ∂z(∂ρh
ρ
µ − ∂µh) = 0,
∂2zh−
1
z
∂zh = 0,
4hµν + ∂
2
zhµν −
3
z
∂zhµν = ∂(µ|ρh
ρ
ν) − ∂µνh +
ηµν
z
∂zh (2.12)
où les indies sont élevés ave la métrique plate 4D ηµν , h = h
µ
µ est la trae et 4 = ∂µ∂
µ
.
Les trois premières équations de (2.12) sont non-dynamiques et leur résolution donne
h = −(1/6)z2∂µDµ +C et ∂ρhρµ = −1/6∂µ∂ρDρ + ∂µC +Dµ, où C(xν) et Dµ(xν) sont inq
fontions arbitraires des oordonnées 4D. On peut xer omplètement la jauge en hoisis-
sant les reparamétrisations résiduelles cµ, d telles qu'elles satisfont 4d = −(1/6)∂µDµ et
∂µ∂ρc
ρ + 4cµ − 2∂µd = −∂µC −Dµ. En faisant e hoix on annule ainsi h et ∂ρhρµ. Cette
jauge omplètement xée est la jauge de Randall-Sundrum (RS), transverse et sans trae :
hAz = 0, h = 0, ∂ρh
ρ
µ = 0, (2.13)
qui réduit les omposantes de la perturbation métrique aux inq degrés de libertés physiques
du graviton 5D. Dans la jauge RS (2.13), l'équation (2.12) du mouvement du graviton dans
le bulk AdS5 se réduit à une équation d'onde de type Klein-Gordon sur haque degré de
liberté du graviton. En e sens les gravitons déouplent et se propagent omme des hamps
salaires libres dans le bulk AdS selon :(
4 + ∂
2
z −
3
z
∂z
)
hµν = 0. (2.14)
L'équation de Klein-Gordon pour un hamp salaire libre φ(xA) dans n'importe quel sys-
tème de oordonnées de métrique gAB s'érit
1√−g∂A
√−ggAB∂Bφ = 0. (2.15)
On peut don réerire ette équation de Klein-Gordon dans les oordonnées Gaussiennes
normales (GN) initiales (2.1) du modèle de Randall-Sundrum et faire de plus le hangement
de variable hµν = e
2|y|
ℓ h¯µν an d'observer l'évolution du hamp réel de perturbation de
métrique : ds˜2 =
[
e−2|y|/ℓηµν + h¯µν
]
dxµdxν + dy2. L'équation du mouvement des gravitons
physiques h¯µν devient dans les oordonnées GN Z2-symétriques :[
e2|y|/ℓ 4 + ∂
2
y −
4
ℓ2
+
4
ℓ
δ(y)
]
h¯µν = 0. (2.16)
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La fontion δ de Dira provient de la symétrie Z2 et orrespond aux onditions de bord
suivantes pour le graviton sur la brane :(
∂y +
2
ℓ
)
h¯µν |y=0 = 0. (2.17)
On peut retrouver l'équation du mouvement du graviton (2.16) en linéarisant de façon
indépendante l'équation d'Einstein dans le bulk et les onditions de jontion d'Israel sur la
brane. Les onditions de jontion d'Israel sont l'analogue en relativité générale des ondi-
tions de saut en életromagnétisme qui indiquent la variation du hamp életromagnétique
à la traversée d'une surfae ontenant des harges et des ourants. Les onditions d'Israel
déoulent des équations d'Einstein, une fois prise en ompte la matière présente sur la
brane, et elles indiquent les variations du hamp de métrique à la traversée de la brane
ontenant le tenseur énergie-impulsion Tµν selon :
Kµν(y = 0
+)−Kµν(y = 0−) = −κ2
[
Tµν − 1
3
Tg(4)µν
]
, (2.18)
où g
(4)
µν est la métrique induite sur la brane et Kµν est la ourbure extrinsèque de la brane,
'est-à-dire à la ourbure de la brane induite par immersion dans l'espae AdS de dimension
supérieure. Dans des oordonnées GN, la ourbure extrinsèque est simplement donnée par
la dérivée normale à la brane de la métrique induite [10℄ : Kµν =
1
2
∂yg
(4)
µν . De plus, ii il
n'y a pas de matière sur la brane, de sorte que le tenseur énergie-impulsion orrespond
simplement à la tension de la brane Tµν = σg
(4)
µν . En tenant ompte enn de la symétrie Z2,
∂yg
(4)
µν (y = 0+) = −∂yg(4)µν (y = 0−), la linéarisation des onditions de jontion d'Israel selon
g
(4)
µν = e−2|y|/ℓηµν + h¯µν entraine
∂y
(
e−2|y|/ℓηµν + h¯µν
)
= −κ
2
3
σ
(
e−2|y|/ℓηµν + h¯µν
)
, (y = 0). (2.19)
Cela se traduit par les onditions de bord (2.20) du graviton sur la brane, omplémentaires
de l'équation du mouvement (2.21) dans le bulk :(
∂y +
2
ℓ
)
h¯µν = 0, (y = 0), (2.20)(
e2|y|/ℓ 4 + ∂
2
y −
4
ℓ2
)
h¯µν = 0, (bulk). (2.21)
On onstate qu'on peut enapsuler la ondition de bord de (2.20) dans l'équation du bulk
(2.21) de façon Z2-symétrique et obtenir une ériture "ompate" de l'équation du mouve-
ment du graviton orrespondant exatement à la forme (2.16) préédemment obtenue.
Les indies tensoriels du hamp de graviton n'apportant auune information sur la pro-
pagation, nous utiliserons désormais une notation de type hamp salaire pour le graviton :
h¯µν(t,x, y) = Φ¯(t,x, y)eµ ⊗ eν . Notons enn que les inq degrés de liberté du gravitons 5D
peuvent se déomposer par projetion sur la brane 4D en deux degrés de liberté tensoriels
transverses et sans trae (ondes gravitationnelles), deux degrés de liberté vetoriels sans
divergene (appelés gravi-photon) et un degré de liberté salaire (appelé gravi-salaire).
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V(z)
∼ −δ(Ζ)
~ l −2
M brane
(z = 0)
extra dim.  z
Fig. 2.2  Potentiel-volan pour une brane Minkowski plongée dans Anti-de Sitter.
2.1.2 Spetre des gravitons 5D
L'équation du mouvement (2.16) est séparable, de telle sorte qu'on peut herher les
modes m2 du graviton 5D, Φ¯(t,x, y) = ψ¯(t,x)φ¯(y), selon
4ψ¯(t,x) = m
2ψ¯(t,x),[
−∂2y +
4
ℓ2
− 4
ℓ
δ(y)
]
φ¯(y) = m2e2|y|/ℓφ¯(y). (2.22)
Du point de vue 4D d'un observateur onné sur la brane, es modes 5D orrespondent à
des exitations de spin 2 massives, 'est-à-dire des gravitons massifs de type Kaluza-Klein
(KK).
Un moyen intuitif de erner la physique du Modèle de Randall-Sundrum est d'ana-
lyser le problème de méanique quantique analogue. En se plaçant dans les oordonnées
onformes z = sgn(y)ℓ
(
e|y|/ℓ − 1) et en hangeant d'éhelle le hamp de graviton selon
φ(y) = φ¯(y)e|y|/(2ℓ), l'équation du mouvement des gravitons (2.22) dans le bulk prend la
forme d'une équation de type Shrödinger[−∂2z + V (z)] φ(z) = m2φ(z), (2.23)
où la brane est située en z = 0 et le potentiel de Shrödinger vaut
V (z) =
15
4 (|z|+ ℓ)2 −
3
ℓ
δ(z). (2.24)
La forme du potentiel (Fig. 2.2) dans lequel évoluent les gravitons nous renseigne sur
le spetre possible des gravitons 5D : la présene de la brane réée un puit de potentiel
inni −δ(z) alors que la ourbure du bulk AdS forme une barrière de potentiel déroissante
omme l'inverse au arré de la distane à la brane. L'allure du potentiel qui en résulte est
elle d'un "potentiel-volan" qui autorise la présene d'un unique état lié, le mode zéro
m2 = 0 du graviton 5D, aompagné d'un ontinuum d'états m2 > 0 libres de se déplaer
dans la inquième dimension. L'état lié signie que la fontion d'onde orrespondante du
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mode zéro a son support loalisé près de la brane, autour de z = 01. Du point de vue 4D
d'un observateur sur la brane, l'état lié du graviton s'identie naturellement au graviton
sans masse standard de la théorie eetive à 4D alors que les autres modes s'identient à une
innité ontinue de gravitons KK massifs. Le potentiel tend asymptotiquement vers zéro
quand z → 0, e qui justie l'absene de gap d'énergie entre le mode lié et le ontinuum KK
dont les masses possibles sont m2 > 0 et qui indique que les modes massifs se omportent
asymptotiquement omme des ondes planes dans le bulk. La présene de e ontinuum
de gravitons KK massifs est le signe de la taille innie de la dimension supplémentaire de
struture AdS. Nous tenons ii le résultat essentiel du modèle de Randall-Sundrum : malgré
la présene d'une dimension supplémentaire non-ompate et innie, la gravité standard
4D (donnée par le mode de masse nulle) reste loalisée sur la brane et ne fuit pas dans la
inquième dimension. Quant aux gravitons massifs libres et parasites, leur interation ave
la brane est supprimée à basse énergie grâe à la barrière de potentiel. Ainsi la théorie de
la relativité générale quadridimensionnelle reste préservée en partie sur la brane, à basse
énergie.
Conrètement la fontion d'onde (Fig. 2.3) du mode zéro lié du graviton est
φ0(z) =
ℓ5/2
(|z|+ ℓ)3/2
, (2.25)
et les fontions d'onde des modes libres des gravitons KK massifs sont
φm(z) = Nm (|z| + ℓ)1/2
[
Y2 (m (|z|+ ℓ)) + 4
π(mℓ)2
J2 (m (|z| + ℓ))
]
. (2.26)
Cette ombinaison partiulière des fontions de Bessel satisfait les onditions de bord de φ
insrites dans la fontion δ du potentiel (2.24) :
(
∂z +
3
2ℓ
)
φ(z)|z=0 = 0. La normalisation du
mode zero, qui est un état disret normalisable, est imposée par 〈φ0|φ0〉 = 1. On peut trou-
ver les oeients de normalisation Nm puisque les modes ontinus satisfont la ondition
d'orthonormalité 〈φm|φm′〉 = δ(m−m′). Le produit salaire de Klein-Gordon orrespondant
est donné par 〈φm|φm′〉 = 2
∫∞
0
dz
z3
φ∗m(z)φm′(z). On remarquera que la fontion d'onde du
mode lié orrespond également à la limite m→ 0 de la fontion d'onde des modes massifs.
La ourbure du bulk AdS réalise en fait une sorte de "ompatiation eetive"
puisque, malgré une dimension supplémentaire innie, le volume eetif supplémentaire
est ni :
Reff =
∫ ∞
0
√−gdy =
∫ ∞
0
e−4y/ℓdy =
ℓ
4
. (2.27)
2.1.3 Modiations de la loi de gravitation de Newton
Même si la gravité se omporte de façon quadridimensionnelle du point de vue d'un
observateur sur la brane à basse énergie, elle n'est pas purement loale (i.e onnée en
y = z = 0) mais loalisée près de la brane ave une extension typique ℓ dans la inquième
dimension. La présene de modes massifs de gravitons KK doit provoquer des orretions
1
Dans un langage plus mathématique, l'état lié est un état disret normalisable.
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Fig. 2.3  Fontion d'onde du mode zéro du graviton : état lié à la brane. Sur la gure
ℓ ≡ 1.
pentadimensionnelles à la gravité standard à haute énergie (ou aux petites distanes). Il
est d'un intérêt osmologique d'estimer es orretions pour savoir si leur magnitude est
susamment importante pour être aessible aux observations et aux expérienes. Ces or-
retions de plus haute dimension onstituent la signature des dimensions supplémentaires.
Dans e paragraphe on évalue les orretions pentadimensionnelles au potentiel Newtonien
rée par une soure gravitationnelle sphérique purement loalisée sur la brane. Le alul
relativiste a été eetué par Garriga et Tanaka [13℄ en 2000.
On hoisit temporairement la jauge dite Gaussienne normale (GN) au lieu de la jauge
RS an de failiter le alul des onditions de jontion d'Israel sur la brane en présene
d'une soure de matière. Dans la jauge GN, par dénition, la brane reste xée en y˜ = 0
dans les oordonnées GN (2.1) malgré les perturbations de la géométrie, 'est-à-dire
h˜Ay˜ = 0, pour tout A, (2.28)
où le tilde est utilisé pour distinguer les variables dans la jauge GN des variables dans la
jauge RS (qui seront dénotées par une barre pour les perturbations de métrique et sans
rien pour les oordonnées de fond).
À l'ordre linéaire dans les perturbations et dans la jauge GN, les équations de jontion
d'Israel (2.19) Z2-symétriques deviennent, en présene de matière sur la brane,
∂y˜
(
e−2|y˜|/ℓηµν + h˜µν
)
= −κ2
[
Tµν − 1
3
e−2|y˜|/ℓηµνT +
σ
3
(
e−2|y˜|/ℓηµν + h˜µν
)]
, (y˜ = 0+)(2.29
où Tµν est le tenseur énergie-impulsion de la soure de matière isolée sur la brane et T est
sa trae. Comme la tension de la brane est ajustée selon σ = 3M35 /(4πℓ) et κ
2 = 8π/M35 ,
es onditions de bord se réduisent dans la jauge GN à(
∂y +
2
ℓ
)
h˜µν = −κ2
[
Tµν − 1
3
e−2|y˜|/ℓηµνT
]
, (y˜ = 0+). (2.30)
Dans la jauge RS on a aussi la ondition h¯Ay = 0. La reparamétrisation x
A = x˜A − ξA
la plus génerale qui onserve ette ondition
ξy = ξˆy(xρ), ξµ =
−ℓ
2
e−2|y|/ℓηµν∂ν ξˆ
y(xρ) + ξˆµ(xρ),
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h¯µν = h˜µν − ℓ∂µ∂ν ξˆy − 2
ℓ
e−2|y|/ℓηµν ξˆ
y + ∂(µξˆν), (2.31)
où les ξA ne dépendent que des quatre oordonnées transverves, permet de passer de la
jauge GN (h˜µν) à la jauge RS (h¯µν). Dans la jauge RS la brane est légèrement déplaée en
y = −ξy(xρ) et les onditions de jontion sur la brane deviennent(
∂y +
2
ℓ
)
h˜µν = −κ2Σµν (y = −ξy(xρ)),
Σµν =
(
Tµν − 1
3
e−2|y˜|/ℓηµνT
)
+
2
κ2
∂µ∂νξ
y, (2.32)
où la soure Σµν inlue le léger déplaement de la brane. L'ériture ompate de l'équation
du mouvement dans le bulk et des onditions de bord de façon Z2 symétrique devient don
dans la jauge RS[
e2|y|/ℓ 4 + ∂
2
y −
4
ℓ2
+
4
ℓ
δ(y + ξy)
]
h¯µν = −2κ2Σµνδ(y + ξy), (2.33)
dont la solution formelle s'érit
h¯µν = −2κ2
∫
y=−ξy(xρ)
d4x′GR(x, x
′)Σµν(x
′) (2.34)
où GR(x, x
′) est la fontion de Green retardée de l'équation du mouvement du graviton.
La jauge RS impose hµµ = 0 et don (2.34) impose Σ
µ
µ = 0, qui à son tour à travers (2.32)
implique que le déplaement de la brane satisfasse
4ξˆ
y =
κ2
6
T. (2.35)
La présene d'une soure de matière isolée sur la brane aura don tendane à réer un
déplaement loal de la brane (brane bending en anglais) dans le bulk , ybrane = −ξy(xρ),
au niveau de la position de la soure (Fig. 2.4). Signalons que la ondition ∂µh¯
µ
ν = 0 de la
jauge RS est par onséquene aussi vériée d'après l'expression de Σµν (2.32).
La fontion de Green est séparable GR(x, x
′) =
∑
m gm(x
µ, x′µ)um(y)u
∗
m(y
′) ave(
p2 +m2
)
gˆm(p) = 1 (espae de Fourier 4D)(
∂2y −
4
ℓ2
+m2e2|y|/ℓ
)
um(y) = 0 (bulk),(
∂y +
2
ℓ
)
um(y) = 0 (ondition de bord), (2.36)
où gˆm(p) est la transformée de Fourier de la fontion de Green massive dans Minkowski 4D
et p2 = −ω2 + p2. Les solutions dans le bulk ont déjà été alulées en (2.26)
um(y) =
√
mℓ/2
J1(mℓ)2 + Y1(mℓ)2
(
J1(mℓ)Y2
(
mℓey/ℓ
)− Y1(mℓ)J2 (mℓey/ℓ)) . (2.37)
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BRANE
BULK
source
spherique
sur la brane
Fig. 2.4  Brane bending : dans la jauge RS, une soure de matière sphérique sur la
brane engendre un hamp gravitationnel dans le bulk tout en réant un reul de la brane
(shema tiré de [13℄).
La fontion de Green retardée est don donnée par
GR(x, x
′) = −
∫
d4p
(2π)4
eipµ(x
µ−x′µ)
[
ℓ−1e−2y/ℓe−2y
′/ℓ
p2 − (ω + iǫ)2 +
∫ ∞
0
um(y)um(y
′)dm
m2 + p2 − (ω + iǫ)2
]
. (2.38)
Le premier terme provient du mode zéro du graviton alors que le seond terme provient de
la ontribution des modes KK massifs ontinus.
On onsidère une soure stationnaire et on dénit la fontion de Green stationnaire
G(x, y,x′, y′) =
∫ +∞
−∞
dt′GR(x, x
′), où les oordonnées en gras ouvrent les trois dimensions
spatiales transverses sur la brane. Si les deux points sont sur la brane (y = y′ = 0, r =
|x − x′|) alors, en onsidérant les asymptotes des fontions de Bessel, on trouve que la
fontion de Green se omporte omme
G(x, 0,x′, 0) ≈ −1
4πℓr
[
1 +
ℓ2
2r2
+ ...
]
. (2.39)
Le premier terme issu du mode zéro orrespond à la fontion de Green de l'équation de
Poisson tridimensionnelle∇2f = δ(r) et le seond terme est orretif et provient des modes
massifs du bulk.
On peut déomposer les perturbations de métrique selon h¯µν = h¯
(m)
µν + ∂µ∂ν h¯
(ξ)
, où on
a volontairement séparé la partie matière de la partie déplaement dans la soure :
h¯
(m)
µν = −2κ2
∫
d3x′G(x,x′) (Tµν − (1/3)ηµνT ) (x′) et h¯(ξ) = −4
∫
d3x′G(x,x′)ξˆy(x′). Comme
il est plus pratique d'utiliser la jauge GN pour évaluer les perturbation de métrique sur la
brane xée en y˜ = 0, nous nous replaçons dans la jauge GN. De (2.31), on voit qu'on peut
hoisir ξˆµ tel que la perturbation métrique sur la brane en y˜ = 0 soit : h˜µν = h¯
(m)
µν + 2ℓηµν ξˆ
y
.
Ainsi, pour une soure de matière statique à symétrie sphérique sur la brane
Tµν = ρ(r)uµuν , (2.40)
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où la quadrivitesse est uµ = (1, 0, 0, 0) et uµu
µ = −1, on peut résoudre exatement les équa-
tions. En statique, l'équation de déplaement (2.35) s'érit ∇2ξˆy = (κ2/6)T , elle s'intègre
aisément de sorte qu'on trouve
h¯(ξ) =
4
3
∫ r
0
dr′
r′2
∫ r′
0
dr′′r′′
2
V (r′′),
V (r) =
κ2
2
∫
d3x′G(x,x′)ρ(x′). (2.41)
On déduit aussi failement que h00 = −(8/3)V (r) et hrr = −[8/(3r3)]
∫ r
0
dr′r′2V (r′). À
l'extérieur de la soure on peut supposer que G(x,x′) ≈ G(x) ≡ G(r) puis, en dénissant
la masse de la soure M =
∫
d3xρ, on trouve à partir de l'expression (2.39) de la fontion
de Green que
V (r) ≈ −κ
2M
8πℓr
(
1 +
ℓ2
2r2
)
(2.42)
et don que le déplaement de la brane due à la matière vaut
ξˆy ≈ κ
2M
24πr
. (2.43)
Finalement le potentiel gravitationnel Newtonien réé par la soure sur la brane est obtenu
dans la limite de hamp faible par la perturbation métrique sur la brane h˜00/2 en jauge
GN :
h˜00
2
≈ GM
r
(
1 +
2ℓ2
3r2
+ ...
)
(2.44)
où G = G5/ℓ = M
3
5 /ℓ est la onstante de gravitation quadridimensionnelle. On onstate
qu'aux grandes distanes r ≫ ℓ le potentiel gravitationnel réé par la soure de matière
orrespond au potentiel Newtonien standard quadridimensionnel. La signature d'une di-
mension supplémentaire se manisfeste don à très ourte distane r . ℓ, indiquant que
l'eondrement gravitationnel est à ette éhelle très diérent de elui du trou noir de
Shwarzhild à quatre dimension. Les orretions à la gravité quadridimensionnelle sont
très faible à basse énergie omme 'était prévu à ause de la suppression des modes KK
massifs par la barrière de potentiel (voir paragraphe 2.1.2). Les plus réents tests de la loi
de Newton ont mesuré un omportement standard quadridimensionnel en 1/r2 de la fore
de gravitation jusqu'à des distanes de 0.1 millimètres [15℄. Les expérimentateurs ne sont
pas enore en mesure de pouvoir tester la fore de gravitation à des distanes plus ourtes
que le dixième de millimètre pour éventuellemnt déteter un omportement de plus haute
dimension de la gravitation dans l'ultra-violet. Cette borne expérimentale indique qu'on ne
peut exlure, pour une dimension supplémentaire ayant une struture anti-de Sitter, une
taille aussi grande qu'un dixième de millimètre : ℓ . 0.1 mm.
Si les deux points de la fontion de Green (2.38) sont hoisis sur la brane et omme le
mode zéro est dominant à basse énergie on peut tronquer la fontion de Green au mode
zéro et obtenir que GR(x
µ, y˜ = 0, x′µ, y˜′ = 0) ≈ δ(4) (xµ − x′µ) / (ℓ 4). On en déduit que la
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perturbation métrique sur la brane h˜µν = h¯
(m)
µν + 2ℓηµν ξˆ
y
est similaire à la solution standard
de la théorie d'Einstein 4D linéarisée :
h˜µν ≈ −16πG
4
(
Tµν − 1
2
ηµνT
)
. (2.45)
2.2 Cosmologie branaire dans le modèle RS
Le Modèle de Randall-Sundrum reproduit don la théorie de la relativité générale à
quatre dimensions sur la brane à basse énergie grâe à la ourbure du bulk AdS5 qui en-
traine l'exitene onjointe d'un état lié du graviton et d'une barrière de potentiel s'opposant
à l'interation des gravitons massifs du bulk ave la brane. Des modiations à la loi de gra-
vitation de Newton, dues à la présene d'une inquième dimension innie et non-ompate,
se manifestent à ourte distane sur la brane r . ℓ, où ℓ est le rayon de ourbure du bulk
anti-de Sitter. Si le as d'une brane Minkowskienne (plate et sans ontenu de matière) per-
met d'appréhender les onséquenes gravitationnelles dans le sénario branaire RS, e as
n'est pas réaliste du point de vue de la osmologie. L'Univers primordial a subi en réalité
divers types d'expansion osmologique au ours de son histoire thermique et ontenu divers
types de matière : une fration de seondes après le Big-Bang l'Univers onnait d'abord
une phase d'Ination, où son expansion est exponentielle, puis son expansion déélère du-
rant l'ère dominée par la radiation et ontinue de déélérer durant l'ère ultérieure dominée
par la matière. Il est don néessaire d'étudier le as plus réaliste d'une brane homogène
et isotrope de géométrie Friedmann-Robertson-Walker (FRW), ayant un tenseur énergie-
impulsion non nul dépendant du temps et une histoire d'expansion osmologique arbitraire,
plongée dans le bulk AdS5 du modèle de Randall-Sundrum. C'est l'objet de ette setion,
où l'on ommene par généraliser le modèle RS au as d'une brane de géométrie purement
de Sitter pour ensuite énoner les solutions osmologiques homogènes et isotropes dans le
modèle RS.
2.2.1 Brane de Sitter
Le as partiulier d'une brane de géométrie de Sitter (dS4) peut aider à modéliser un
univers branaire dans sa phase inationnaire en première approximation puisque lors de
l'Ination l'univers subit une expansion quasi-de Sitter. Les aluls perturbatifs eetués
dans la setion (2.1) dans le as d'une brane Minkowskienne peuvent être généralisés au
as d'une brane dS (voir la référene [16℄ pour le détail des aluls ainsi que les référenes
[17, 18, 19℄ pour des disussions similaires).
Un espae-temps de Sitter subit une expansion exponentielle uniforme aratérisée par
le fateur d'éhelle a(t) = eHt pare qu'il ne ontient pas de matière mais seulement une
onstante osmologique positive Λ4 = H
2 > 0, où H est le fateur de Hubble, onstant
dans e as. Un Univers à (3+1) dimensions en expansion de Sitter peut être ontenu dans
une portion de l'espae AdS5, dérite dans les oordonnées statiques de Poinaré
ds2 = ℓ2
−dt2 + dx23 + dz2
z2
, (2.46)
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dS
z = 0              z = infinite
Fig. 2.5  Diagramme de Carter-Penrose pour une osmologie de Sitter (dS) plongée dans
AdS5.
au moyen du plongement expliite (−∞ < τ < +∞, −∞ < χ < +∞) :
t = − 1
H
e−Hτ cosh (Hχ)
z =
1
H
e−Hτ sinh (Hχ) . (2.47)
De ette transformation de oordonnées on obtient la métrique AdS5 érite sous la forme
ds2 =
H2ℓ2
sinh2 (H|χ|)
[−dτ 2 + e2Hτdx23 + dχ2] (2.48)
qui dérit une brane de géométrie dS4 xée en χ = χb = (1/H) sinh
−1 (Hℓ) dans l'espae
AdS5. On a rajouté une valeur absolue sur la dimension supplémentaire χ pour mettre
en évidene la symétrie Z2 propre au modèle de Randall-Sundrum. L'expansion uniforme
quadridimensionnelle de l'Univers dS4 est équivalente du point de vue à inq dimensions
au mouvement de la brane dans le bulk statique AdS5 selon la trajetoire retiligne
tb(τ) = − 1
H
e−Hτ
√
1 +H2ℓ2
zb(τ) = ℓe
−Hτ . (2.49)
Les géodésiques ne sont pas des lignes droites dans l'espae ourbe AdS, de telle sorte que
l'expansion uniforme (H = constante) équivaut en fait à une trajetoire uniformément
aélérée de la brane dS4 dans le bulk. Notons que l'inni futur τ → +∞ de l'espae dS4
orrespond à un temps ni (t = 0) dans le bulk AdS5 (Fig. 2.5).
Au lieu d'étudier l'évolution des perturbations de manière ovariante omme dans la
setion 2.1, on se foalise sur les perturbations purement tensorielles, 'est-à-dire les ondes
gravitationnelles au sens quadridimensionnel (deux degrés de liberté). Elles orrespondent
aux utuations transverses et sans trae de la métrique (∂ih
i
j = h
i
i = 0 où les indies sont
élevés ave la métrique plate Eulidienne tridimensionnelle δij) :
ds˜2 =
H2ℓ2
sinh2 (H|χ|)
[−dτ 2 + e2Hτ (δij + hij) dx23 + dχ2] . (2.50)
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Par dénition les perturbations tensorielles sont invariantes de jauge puisqu'elles ne sont
pas aetées par une reparamétrisation des oordonnées. Elles ne ouplent pas non plus à
la matière ni aux perturbations de matière
2
, en e sens elles évoluent librement dans le bulk
AdS et peuvent être dérite par un hamp salaire anonique Ψ(τ, χ) minimalement ouplé
à la gravité après transformation de Fourier dans les trois diretions spatiales transverses
selon hij(τ,x, χ) =
∫
d3xeip·xΨ(τ, χ)ei ⊗ ej, où le tenseur ei ⊗ ej est transverse et sans
trae. On peut vérier que la linéarisation des équations d'Einstein réalisée à la setion 2.1
onduit pour les perturbations tensorielles à une équation de Klein-Gordon selon laquelle
évolue le hamp salaire Ψ. Dans les oordonnées (2.48) pour le fond AdS, l'équation de
Klein-Gordon s'érit[
−
(
∂2τ + 3H∂τ +
p2
a2(τ)
)
+
(
∂2χ −
3H
tanh (Hχ)
∂χ
)]
Ψ = 0, (2.51)
où a(τ) = eHτ est le fateur d'éhelle traduisant l'expansion de Sitter de l'Univers. Cette
équation du mouvement est séparable siH = constante. On peut don reherher les modes
de spin 2 massifs m du graviton tels que Ψm(χ, τ) = um(τ)ψm(χ) et
−
(
∂2τ + 3H∂τ +
p2
a2(τ)
)
um(τ) = m
2um(τ). (2.52)
L'équation (2.52) est elle d'un hamp salaire massif dans l'espae dS4. En utilisant le
temps onforme η = −(1/H)e−Hτ , on peut remarquer ette équation est de type Bessel
pour le hamp vm(η) = a(η)um(η) . Les modes de fréquene positive/ negative sont don
donnés par
u±m(τ) =
Nm
H3/2
e−
3
2
HτH(1)/(2)ν (τ), ν =
√
9/4−m2/H2, (2.53)
où H
(1)/(2)
ν sont les fontions de Hankel. Le mode u±m est dit de fréquene positive/negative
pare qu'il se omporte asymptotiquement dans le passé (τ, η → −∞) omme une onde
plane de fréquene positive/négative, omme dans l'espae plat : u+m
(
η = −(1/H)e−Hτ) ∼
ηe±iη. Cette asymptote orrespond de plus aux modes aux éhelles subhorizon, pη =
p/(aH)≫ 1, 'est-à-dire dont la longueur d'onde est plus petite que le rayon de Hubble (ou
l'horizon des évènements) de l'espae dS4. Ce n'est pas étonnant puisque qu'à petite éhelle
la ourbure de l'espae de Sitter ne se fait plus sentir et e dernier orrespond quasiment à
l'espae plat de Minkowski.
Le prol des modes du graviton dans la dimension supplémentaire est donné par la
forme des fontions d'onde ψm(χ). Il est pratique de reformuler le problème sous la forme
d'un problème de méanique quantique omme ela a été fait pour le as de la brane
Minkowskienne à la setion 2.1.2. Le hamp déni par φm(χ) =
(Hℓ)3/2
sinh3/2(H|ξ|)
ψm(χ) satisfait
l'équation de type Shrödinger suivante dans le bulk AdS5 :[−∂2χ + V (χ)]φm(χ) = m2φm(χ), (2.54)
2
Si on néglige les perturbations tensorielles anisotropes de matière.
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2
9H  /4
V(z)
∼ −δ(Ζ)
dS brane
(z = 0)
extra dim.  z
Fig. 2.6  Potentiel-volan pour une brane de Sitter plongée dans Anti-de Sitter. On a
translaté z = χ− χb.
où la brane est située en χ = χb = (1/H) sinh
−1(Hℓ) et le potentiel de Shrödinger vaut
V (χ) =
15H2
4 sinh2 (Hχ)
+
9
4
H2 − 3
√
1 +H2ℓ2
ℓ
δ(χ− χb). (2.55)
La fontion δ enode les onditions de bord suivantes sur la brane :[
∂χ +
3H
2 tanh (Hχb)
]
φm(χ)|χ=χb = 0. (2.56)
Ce potentiel-volan pour la brane de Sitter (Fig. 2.6) peut être omparé au potentiel-volan
du modèle RS initial ave la brane Minkowskienne (setion 2.1.2). On remarque ette fois
la présene d'un gap d'énergie 9H2/4, le potentiel tendant asymptotiquement, loin de la
brane (χ → ∞), vers ette valeur. Bien-sûr, dans la limite Λ4 = H2 = 0, on retrouve les
résultats du modèle RS initial ave une brane Minkowskienne. La forme du potentiel (2.55)
indique que le spetre des gravitons dans le modèle RS ave une brane de Sitter inlue un
unique état lié, le mode zéro φ0(χ) =
(Hℓ)3/2
sinh3/2(H|ξ|)
, disret et normalisable, dont la fontion
d'onde a son support loalisé près de la brane. Le spetre inlue également un ontinuum
d'états libres qui démarre à m > 3H/2 à ause du gap. Le mode zéro s'identie au graviton
standard sans masse de la gravité linéarisée à 4d et les modes m > 3H/2 s'identient à des
gravitons massifs de KK du point de vue quadridimensionnel. Ce modèle branaire, ave
une brane de Sitter plongée dans le bulk AdS5, est aussi viable que le modèle RS initial
du point de vue osmologique puisque la loalisation de l'état lié permet de reproduire la
gravité standard à 4d sur la brane tout en réalisant une expansion de Sitter de l'Univers.
L'interation des gravitons massifs ave la brane est d'autant plus supprimée à basse énergie
à ause du gap m > 3H/2.
2.2.2 Brane osmologique
L'exploration de signatures osmologiques de la présene de dimensions supplémentaires
dans le modèle de Randall-Sundrum doit tenir ompte d'un sénario osmologique plus
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réaliste où l'Univers 4d, homogène et isotrope, subit une expansion osmologique arbitraire
de type Friedmann-Robertson-Walker (FRW)
ds2(4) = −dτ 2 + a2(τ)δijdxidxj (2.57)
et dont l'évolution du fateur d'éhelle a(τ) = e
R
H(tτ)dτ
, où H(τ) est le fateur de Hubble
dependant du temps sur la brane, est ditée par le type de matière (le tenseur d'énergie-
impulsion) présent dans l'Univers. On supposera que l'Univers est plat dans les trois di-
retions spatiales, omme semblent le onrmer les observations osmologiques atuelles,
telles que les artes d'anisotropies du Fond Dius Cosmologique (CMB en Anglais pour
Cosmi Mirowave Bakground). Don la métrique tridimensionnelle est Eulidienne : δij
(i, j = 1, ..., 3). Binetruy, Deayet, Ellwanger et Langlois ont alulé en 2000 les solutions
osmologiques branaires homogènes et isotropes plongées dans l'espae AdS5 et montré
que le fateur d'éhelle a(τ) ne suit pas exatement l'évolution osmologique onvention-
nelle
3
[20℄. Un alul similaire, mais de façon ovariante, a été eetué la même année par
Shiromizu, Maeda et Sasaki [21℄.
Un univers à (3 + 1) dimensions du type Friedmann-Robertson-Walker, spatialement
plat, homogène et isotrope, ave une expansion osmologique arbitraire, aratérisée par
le fateur d'éhelle a(τ), où τ est le temps propre, peut être plongé dans une portion de
l'espae AdS5 de rayon de ourbure ℓ, dérit en fontion des oordonnées de Poinaré
statiques par
ds2 = ℓ2
−dt2 + dx23 + dz2
z2
, (2.58)
au moyen de la trajetoire suivante pour la brane
zb(τ) = e
−
R
H(τ)dτ , tb(τ) =
∫
dτ
ℓ
√
ℓ2z˙b
2(τ) + z2b (τ). (2.59)
H(τ) est le fateur de Hubble sur la brane. On peut onstruire expliitement des oordon-
nées Gaussiennes normales (GN) en alulant les ourbes géodésiques dans le plan (z, t),
normales à la trajetoire de la brane de temps propre τ et qui s'étendent à la distane
propre ξ de la brane. On obtient ainsi la transformation de oordonnées suivantes entre les
oordonnées GN et les oordonnées de Poinaré :
z(ξ, τ) =
e−
R
dτ H(τ)
cosh(ξ/ℓ)−√1 + ℓ2H2 sinh(ξ/ℓ) ,
t(ξ, τ) =
∫
dτ
ℓ
[
e−
R
dτ H(τ)
√
1 + ℓ2H2
]
− ℓHe
−
R
dτ H(τ) sinh(ξ/ℓ)
cosh(ξ/ℓ)−√1 + ℓ2H2(τ) sinh(ξ/ℓ) . (2.60)
On déduit de ette transformation la métrique GN à inq dimensions de AdS5 :
ds2 = −
(√
1 + ℓ2H2 sinh(ξ/ℓ)− cosh(ξ/ℓ) + ℓ
2H˙√
1 + ℓ2H2
sinh(ξ/ℓ)
)2
dτ 2
3
On entend par onventionnelle l'évolution du fateur d'éhelle dans le modèle standard de la osmo-
logie 4D pour un univers FRW.
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+
(√
1 + ℓ2H2 sinh(ξ/ℓ)− cosh(ξ/ℓ)
)2
e2
R
H(τ)dτdx23
+dξ2. (2.61)
Dans es oordonnées la brane FRW est stationnaire par rapport au bulk, située en ξ = 0,
et ξ mesure la distane propre à la brane. Il reste à onnaître l'évolution du fateur d'éhelle
a(τ) (ou du fateur de Hubble H(τ)) en fontion de l'évolution de la matière sur la brane.
Il s'agit don de retrouver la solution métrique gAB (A,B = 0, ...4) des équations d'Ein-
stein à inq dimensions suivantes :
GAB ≡ RAB − 1
2
gABR = −Λ5gAB + κ2δ(ξ)TAB, (2.62)
où Λ5 est la onstante osmologique de l'espae-temps total à inq dimensions (le bulk), κ
2 =
8π/M35 si M5 est la masse de Plank à 5D. Dans le adre du modèle de Randall-Sundrum
on reherhe une solution de fond anti-de Sitter AdS5, don de onstante osmologique
négative Λ5 = −6/ℓ2 < 0, où ℓ dénote le rayon de ourbure du bulk. TAB est le tenseur
énergie-impulsion dépendant du temps, onné sur la brane à (3 + 1) dimensions en ξ = 0
si x4 ≡ ξ dénote la inquième oordonnée d'espae-temps (ou dimension supplémentaire) :
TAB = diag (−ρ, P, P, P, 0) . (2.63)
Tout au long de e mémoire on notera ρ et P respetivement la densité d'énergie (ou de
masse) et la pression de la matière eetive sur la brane. Ces omposantes sont reliées à la
matière réelle sur la brane, onstituée d'un uide parfait sur la brane ayant pour équation
d'état PM = wρM , où PM et ρM sont repetivement la pression et la densité d'énergie du
uide, selon
ρ = ρM + σ, P = PM − σ, (2.64)
si σ est la tension ritique de la brane, ajustée dans le modèle de Randall-Sundrum de telle
sorte que la onstante osmologique eetive sur la brane plongée dans le bulk AdS (de
onstante osmologique négative Λ5) soit zéro en l'absene de matière sur la brane. Son
expression a été donnée en (2.3). Il est ommode d'utiliser des oordonnées gaussiennes
normales pour résoudre (2.62) et de onsidérer l'Ansatz homogène et isotrope suivant pour
la métrique :
ds2 = gABdx
AdxB = dξ2 −N2(ξ, τ)dτ 2 + A2(ξ, τ)dx23. (2.65)
Dans es oordonnées la brane reste xée en ξ = 0 et la oordonnée supplémentaire ξ
mesure la distane propre à la brane. On peut toujours reparamétriser le temps propre sur
la brane τ pour que N(τ, ξ = 0) = 1 sur la brane. En notant de plus a(τ) = A(τ, ξ = 0),
on voit que la métrique induite sur la brane en ξ = 0 est elle d'un Univers FRW à (3 + 1)
dimensions en expansion ave le fateur d'éhelle a(τ) (voir métrique (2.57)). En insérant
l'Anstaz (2.65) dans les équations d'Einstein (2.62) et dans les onditions de raordement
d'Israel sur la brane (µ, ν = 0, ..., 3)
Kµν(ξ = 0
+) =
−κ2
2
[
Tµν − 1
3
Tg(4)µν
]
, (2.66)
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où g
(4)
µν est la métrique FRW induite sur la brane et Kµν = (1/2)∂ξg
(4)
µν est la ourbure
extrinsèque de la brane, on obtient que
A(τ, ξ) = a(τ)
[
cosh(ξ/ℓ)−
(
1 +
ρ(τ)
σ
)
sinh(ξ/ℓ)
]
. (2.67)
Tout au long de e mémoire, un point désigne une dérivée temporelle et un prime une
dérivée selon la dimension supplémentaire. De l'égalité T04 = 0, on obtient de plus que
N(τ, ξ) = A˙(τ, ξ)/a˙(τ), de telle sorte que la solution métrique AdS5 ontenant une brane
FRW 4 est nalement
ds2 = −
[
cosh(ξ/ℓ)−
(
1 +
ρ(τ)
σ
)
sinh(ξ/ℓ)−
˙a(τ)
a(τ)
˙ρ(τ)
σ
sinh(ξ/ℓ)
]2
dτ 2
+
[
cosh(ξ/ℓ)−
(
1 +
ρ(τ)
σ
)
sinh(ξ/ℓ)
]2
a2(τ)dx23
+dξ2. (2.68)
L'équation de onservation du tenseur-énergie impulsion ∇ATAB = 0 (de façon équivalente
l'équation de Bianhi sur le tenseur d'Einstein∇AGAB = 0), où ∇A est la dérivée ovariante
assoiée à la métrique (∇AgAB = 0), entraine de plus l'équation de onservation
ρ˙ = −3H(P + ρ). (2.69)
Cette équation a la même forme que l'équation de onservation standard à quatre dimen-
sions, où le fateur de Hubble sur la brane, aratérisant l'expansion osmologique de la
brane, est déni par H(τ) = a˙(τ)/a(τ). Cependant, on peut trouver une intégrale première
des équations d'Einstein, onduisant à l'équation de Friedmann modiée suivante sur la
brane :
H2 ≡
(
a˙
a
)2
=
Λ5
6
+
κ4
36
ρ2 +
C
a4
(2.70)
qui implique une évolution osmologique non-standard du fateur d'éhelle. C est une
onstante d'intégration qui, si elle est non-nulle, dérit le paramètre de masse d'un espae
Shwarzhild-anti-de Sitter SAdS5. Comme on se plae dans le adre du modèle de Randall-
Sundrum, ave un bulk AdS pur, on xera C = 0 dans la suite. Réexprimons l'équation de
Friedmann (2.70) et l'équation de onservation (2.69) en fontion de la densité d'énergie
du uide parfait sur la brane :
H2 =
κ2
3ℓ
ρM
(
1 +
κ2ℓ
12
ρM
)
,
ρ˙ = −3H(1 + w)ρM . (2.71)
On onstate que l'équation de Friedmann standard à quatre dimensions (H2 = κ24ρM/3) est
eetivement retrouvée à basse énergie (ρM ≪ σ) sur la brane, si κ24 = κ2/ℓ. Par ontre des
modiations à la osmologie standard interviennent à haute énergie de façon quadratique
en la densité d'énergie sur la brane. C'est don dans l'Univers primordial (temps ourt ou
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haute énergie) que se manifeste la signature de dimensions supplémentaires éventuelles.
On peut obtenir l'évolution osmologique du fateur d'éhelle sur la brane en résolvant les
équations (2.71) selon :
a(τ) ∝ [t (t + tσ)]
1
3(1+w) , ave tσ =
2ℓ
3(1+w)
, (2.72)
et ρM = a
−3(1+w)
, où on rappelle que w = PM/ρM . À grand temps t ≫ tσ, ou basse
énergie, on retrouve l'évolution osmologique standard d'un univers FRW 4D ontenant un
tenseur-énergie impulsion de type uide parfait : a(τ) ∝ t2/3(1+w). Par ontre dans l'Univers
primordial, à temps ourt t ≪ tσ, ou haute énergie, l'évolution du fateur d'éhelle n'est
plus onventionnelle : a(τ) ∝ t1/3(1+w). Notons que ette solution n'a pas de sens dans
le as w = −1 mais en fait, dans e as, la solution de l'équation de onservation est
de toute façon ρ = constante, et don l'équation de Friedmann modiée entraine que la
brane est de géométrie de Sitter pur, sauf que le fateur de Hubble onstant (ou onstante
osmologique) dière de la onstante de Hubble d'un univers de Sitter dans le as standard
à quatre dimensions.
Terminons en réérivant la métrique (2.68) de Binetruy, Deayet, Ellwanger et Langlois
en fontion du fateur de Hubble H(τ) seulement ar 'est ette forme que nous utiliserons
par la suite, notamment au hapitre 4 où nous expose nos résultats. Au moyen de la relation
(2.70), ave C = 0, on obtient que la métrique (2.68) se réérit :
ds2 = −
(√
1 + ℓ2H2 sinh(ξ/ℓ)− cosh(ξ/ℓ) + ℓ
2H˙√
1 + ℓ2H2
sinh(ξ/ℓ)
)2
dτ 2
+
(√
1 + ℓ2H2 sinh(ξ/ℓ)− cosh(ξ/ℓ)
)2
e2
R
H(τ)dτdx23
+dξ2, (2.73)
telle que nous l'avons déjà alulée en (2.61).
Peut-on aluler l'évolution des perturbations osmologiques autour de ette métrique
de fond dérivant un univers FRW homogène et isotrope (dans les trois diretions spatiales
transverses), en expansion arbitraire, ontenant un tenseur énergie-impulsion dépendant du
temps et plongé dans l'espae AdS5, tel qu'on l'a fait pour des branes vides, Minkowski
et de Sitter ? C'est le but prinipal de e travail de reherhe, exposé aux hapitres 3 et 4 :
essayer de résoudre l'évolution des perturbations osmologiques dans un Univers branaire
en expansion quelonque.
Chapitre 3
La théorie des perturbations
osmologiques dans les Univers
branaires
La métrique FRW à quatre dimensions (2.57) dérit l'Univers observable à (3 + 1) di-
mensions à ondition que elui-i soit eetivement homogène et isotrope dans les trois
dimensions spatiales. En réalité notre Univers n'apparait homogène et isotrope qu'à grande
éhelle, tel que le onrme les relevés astronomiques, mais omporte des inhomogénéités
et des anisotropies à plus petite éhelle, telles que les amas de galaxies ou les galaxies
elles-même. Depuis les années 80 [22℄ on pense que la formation des grandes strutures
de l'Univers (amas de galaxies,...) resulte de l'attration gravitationnelle de utuations de
densité initiales à petite éhelle, inhomogènes et anisotropes. En e sens la ompréhension de
la formation des strutures astrophysiques de l'Univers demande d'étudier un espae-temps
légèrement diérent de l'espae FRW, 'est-à-dire légèrement inhomogène et anisotrope, en
perturbant tout simplement la métrique de fond FRW dérivant l'espae-temps ainsi que le
tenseur énergie-impulsion dérivant la matière. La théorie des perturbations osmologiques
linéaire standard à quatre dimensions, dans le adre relativiste, est bien onnue depuis
les travaux pionniers de Lifshitz et Khalatnikov en 1963 [23℄ et le formalisme invariant de
jauge développé par Bardeen en 1980 [24℄. Il s'agit de linéariser
1
les équations d'Einstein
et de aluler l'évolution des perturbations de métrique et de matière. De la même ma-
nière que les équations d'Einstein relient inextriablement la géométrie de l'espae-temps
(métrique) au ontenu matériel de e même espae-temps (tenseur énergie-impulsion), les
équations linéarisées d'Einstein relient les perturbations de métrique (qui inluent les ondes
gravitationnelles) aux utuations de densité de matière. Ces deux types de degrés de li-
berté se propagent dans l'espae-temps de fond non-perturbé. Puisque l'espae-temps de
fond non-perturbé est homogène et isotrope, on peut eetuer une transformation de Fou-
rier des variables de perturbations dans les trois diretions spatiales, de telle sorte que
les équations d'évolution des perturbations, issues des équations d'Einstein linéarisées, se
réduisent simplement à des équations aux dérivées ordinaires (EDO), linéaires et d'ordre
deux en temps. Ainsi il est faile de les résoudre omplètement et trouver le omportement
1
C'est-à-dire tronquer les perturbations de métrique et de matière au premier ordre.
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des perturbations à diérentes éhelles. Notons de plus qu'on est apable d'exprimer les
anisotropies de température et de polarisation du Fond Dius Cosmologique (CMB) en
fontion des perturbations inhomogènes et anisotropes de métrique et de matière à travers
la formule de Sahs-Wolfe par exemple [25℄. Le rayonnement du Fond Dius Cosmologique
est de type orps noir à 2.7 K mais présente un spetre d'anisotropies de température et
de polarisation de l'ordre de 3×10−5 K. Ce rayonnement provient de la surfae de dernière
diusion, au moment du déouplage des photons ave la matière (redshift z ≈ 1100), et
représente don l'image la plus anienne qu'on ait de l'Univers. L'extrème préision des
artes du CMB provenant de WMAP (et Plank dans un futur prohe) nous pousse don
à étudier la théorie des perturbations osmologiques dans des modèles non-standard, tels
que les modèles branaires, an de omparer les résultats théoriques aux observations du
CMB, et de pouvoir valider, ontraindre ou invalider es modèles. La théorie des perturba-
tions osmologiques demeure un outil indispensable quand on veut omparer les résultats
théoriques aux observations osmologiques.
En osmologie branaire, la théorie des perturbations osmologiques est bien plus om-
pliquée, et le alul de l'évolution des perturbations osmologiques dans un univers branaire
n'a pas enore omplètement abouti. Cela est du à la presene de la brane dans l'espae-
temps AdS5 qui, en tant que défaut topologique brise l 'homogénéité et l'isotropie spatiale à
inq dimensions. En e sens les équations d'évolution des variables de perturbation issues de
la linéarisation des équations d'Einstein ne sont plus des EDO en temps mais des équations
aux dérivées partielles (EDP) d'ordre deux en temps et en la dimension supplémentaire. En
fait, dans le as de branes vides de matière et à symétrie maximale, telles que des branes
Minkowski ou de Sitter, on a vu aux setions 2.1.2 et 2.2.1 que les EDP pour les pertur-
bations pouvaient être omplètement intégrées pare qu'elles étaient séparables et qu'on
pouvait aluler le spetre des gravitons ('est-à-dire les perturbations de métrique) ana-
lytiquement. Mais hormis dans es as de haute symétrie, le mouvement de la brane FRW
dans le bulk AdS est arbitraire et ompliqué. Par onséquent, la forme des omposantes de
la métrique de fond, donnée en (2.68) ou (2.73), est ompliquée et non-séparable. Il s'ensuit
que les EDP pour les perturbations ne sont plus séparables et don diile à résoudre au
moins analytiquement. Notons que, outre ette diulté d'ordre tehnique, la théorie des
perturbations linéaires en osmologie branaire fait également fae à une diulté d'ordre
plus fondamental : le problème des onditions initiales. Pour résoudre omplètement le pro-
blème des perturbations osmologique branaires il faut spéier des onditions initiales sur
un nombre inni de degrés de liberté. An de tester les preditions des senarios branaires
et en amont les théories de ordes à l'aide des observations osmologiques, il est indispen-
sable de aluler au moins en partie l'évolution des perturbations osmologiques dans les
univers branaires. C'est un dé enore non résolu pour la osmologie branaire, et un enjeu
majeur pour la osmologie théorique moderne.
3.1 Théorie des perturbations invariantes de jauge en
osmologie branaire
De nombreux formalismes existent onernant la théorie des perturbations osmolo-
giques en osmologie branaire (on pourra par exemple lire les revues [26, 28℄) : dans [27℄
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les auteurs introduisent la jauge dite longitudinale 5D, qui est la jauge utilisée dans le
formalisme de Mukohyama (voir setion 3.2), pour exprimer les perturbations. Dans ette
jauge les perturbations invariantes de jauge oinident ave les perturbations naturelles de
la métrique. Les onditions de jontions linéarisées pour les perturbations sont par ontre
plus maniables dans la jauge dite Gaussienne normale, où la brane perturbée reste à sa
position xe. Dans [30℄ les auteurs ont montré que les deux hoix de jauge étaient équiva-
lents pour les équations des perturbations. Pour failiter le passage d'une jauge à l'autre il
peut être utile d'utiliser un formalisme invariant de jauge. Ii nous présentons le formalisme
invariant de jauge, ouramment utilisée dans la littérature [26, 27, 28, 29, 30, 31, 32℄). Cette
partie onernant la théorie des perturbations est ertes tehnique mais 'est le pilier de la
osmologie théorique moderne.
On peut toujours déomposer les perturbations d'un tenseur à deux indies en trois a-
tégories : les perturbations purement "salaires", les perturbations purement "vetorielles"
et les perturbations purement "tensorielles".
3.1.1 Perturbations de métrique
En perturbant à l'ordre linéaire la métrique générale gAB (A,B = 0, ..., 4) donnée en
(2.65) dans les oordonnées Gaussiennes normales, on obtient que la métrique perturbée
gAB + δgAB s'érit
gAB+δgAB =

 −N2
(
1 + 2A¯) A2 (∂iB¯ − S¯i) NA¯ξ
A2
(
∂jB¯ − S¯j
)
A2
[(
1 + 2R¯) δij + 2∂i∂jE¯ + ∂(iF¯j) + E¯ij] A2 (∂iB¯ξ − S¯ξi)
NA¯ξ A2
(
∂iB¯ξ − S¯ξi
)
1 + 2A¯ξξ

 ,
où i, j = 1, ..., 3 dénotent les trois diretions spatiales sur la brane. A¯, B¯, A¯ξ, B¯ξ, A¯ξξ,
R¯ et E¯ sont les perturbations salaires de métrique, S¯i, F¯i et S¯ξi sont les perturbations
vetorielles (3-veteurs sans divergene), et E¯ij représente les perturbations tensorielles
(3-tenseur transverse et sans trae)2. L'avantage de ette déomposition est que les per-
turbations salaires, vetorielles et tensorielles évoluent indépendamment à l'ordre linéaire,
selon des équations d'onde déouplées l'une de l'autre.
La transformation de jauge (reparamétrisation des oordonnées d'espae-temps à l'ordre
linéaire) xA → xA+δxA se déompose en transformations salaires et vetorielles seulement,
selon
τ → τ + δτ,
xi → xi + ∂iδx+ δxi,
ξ → ξ + δξ. (3.1)
δτ , δx et δξ sont des salaires et δx
i
est un 3-veteur sans divergene. Sous la transformation
de jauge (3.1), les perturbations salaires de métrique se transforment selon (δgAB →
δgAB −∇(AxB))
A¯ → A¯ − ˙δτ − N˙
N
δτ − N
′
N
δξ,
2
On hoisit de mettre une barre sur haque perturbation lorsqu'on ne speie pas de jauge partiulière.
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R¯ → R¯ − A˙
A
δτ − A
′
A
δξ,
B¯ → B¯ + N
2
A2
δτ − ˙δx,
B¯ξ → B¯ξ − δx′ − 1
A2
δξ,
E¯ → E¯ − δx,
A¯ξ → A¯ξ +Nδτ ′ − 1
N
δ˙ξ,
A¯ξξ → A¯ξξ − δξ′. (3.2)
On peut onstruire deux variables de perturbation invariantes sous les transformations de
jauge 3D spatiales :
σ¯ = −B¯ + ˙¯E, σ¯ξ = −B¯ξ + E¯, (3.3)
qui se transforment sous (3.1) selon σ¯ → σ¯− (N2/A2)δτ , σ¯ξ → σ¯ξ + (1/A2)δξ. Par suite on
peut aussi onstruire deux variables de perturbation invariantes sous les transformations
de jauge 4D : Φ¯ = A¯− (1/N) (A2σ¯/N). et Ψ¯ = −R¯+ A˙Aσ¯/N2. Puisqu'il y a trois fontions
salaires inonnues pour les transformations de jauge 5D (3.1), on en déduit qu'on peut
dénir quatre perturbations de métrique salaires invariantes de jauge au sens 5D parmi
les sept variables salaires de départ :
A = A¯ − 1
N
(
A2σ¯
N
).
+
N ′
N
A2σ¯ξ,
Aξ = A¯ξ + (A
2σ¯ξ)
.
N
+
(A2σ¯)
′
N
− 2N
′
N2
A2σ¯,
Aξξ = A¯ξξ +
(
A2σ¯ξ
)′
,
R = R¯+ AA′σ¯ξ − A˙A
N2
σ¯. (3.4)
Sous la transformation de jauge (3.1), les perturbations vetorielles de métrique se trans-
forment selon
S¯i → S¯i + ˙δxi,
S¯ξi → S¯ξi + δx′i,
F¯i → F¯i − δxi. (3.5)
On peut érire les perturbations vetorielles de métrique selon S¯i = S¯(τ, ξ)ei(x), S¯ξi =
S¯ξ(τ, ξ)ei(x) et F¯i = F¯ (τ, ξ)ei(x), où ei(x) est un 3-veteur sans divergene (∂ie
i(x) = 0).
Puisqu'il y a une fontion vetorielle inonnue pour les transformations de jauge 5D (3.1),
on en déduit qu'on peut dénir deux perturbations de métrique vetorielles invariantes de
jauge au sens 5D parmi les trois variables vetorielles de départ :
v = S¯ + ˙¯F,
vξ = S¯ξ + F
′. (3.6)
Il n'y a pas de fontion tensorielle dans la transformation de jauge (3.1), de telle sorte que
les perturbations tensorielles de métrique Eij ≡ E¯ij sont automatiquement invariantes de
jauge, Eij → Eij .
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3.1.2 Perturbations de matière
Les perturbations du tenseur énergie-impulsion TAB donné en (2.63), dérivant la ma-
tière présente sur la brane
3
, en ξ = ξb(τ,x),
TBA + δT
B
A = δ(ξ − ξb)

 −(ρ+ δρ) δpj 0−A−2δpi (P + δP ) δji + δπ˜ji 0
0 0 0


peuvent également se déomposer en perturbations salaires, vetorielles et tensorielles
grâe à la symétrie SO(3) de l'espae-temps non-perturbé, omme pour les perturbations
de métrique, selon
δpi = ∂iδq + δqi,
δπ˜ij =
(
∇i∇j − 1
3
δij∇2
)
δπ + ∂(iδπj) + δπij. (3.7)
δρ, δP , δq et δπ sont les perturbations salaires de matière. δqi et δπi dérivent les pertur-
bations vetorielles de matière, sans divergene, et δπji représente la perturbation tensorielle
de la matière, transverse et sans trae. Notons que δπ˜ij est le tenseur anisotrope de pertur-
bation du uide TAB.
Sous la transformation de jauge temporelle τ → τ + δτ les perturbations de matière se
transforment selon
δρ → δρ− ρ˙δτ,
δP → δP − P˙ δτ,
δq → δq + (ρ+ P ) δτ, (3.8)
alors que δqi et δπ˜ij sont invariants. À partir de (3.8) et en utilisant l'équation de onser-
vation (2.69) on onstate qu'on peut onstruire une perturbation de matière invariante de
jauge ∆, appelée ontraste de densité :
ρ∆ = δρ− 3Hδq. (3.9)
Également on peut onstruire une autre perturbation salaire de matière invariante de jauge
Γs, appelée perturbation d'entropie :
Γs = δP − c2sδρ, (3.10)
où c2s = P˙ /ρ˙ est la vitesse du son du uide.
Une fois identiées les perturbations de métrique et de matière invariantes de jauge, on
peut aluler leur évolution osmologique au moyen des équations d'Einstein linéarisées, de
forme générale :
δGµν (δgAB) ≡ δRAB − 1
2
(δgABR + gABδR) = −Λ5δgAB + κ2δ(ξ − ξb)δTAB. (3.11)
3
Notons que la brane ne reste plus néessairement xée en ξ = 0 après perturbation sauf dans le hoix de
jauge Gaussienne normale, par dénition. On a déjà disuté le phénomène de "brane bending" au hapitre
2.
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Plus préisément on peut séparer l'évolution dans le bulk et l'évolution sur la brane : les
gravitons (perturbations de métrique δgAB) évoluent dans le bulk AdS
5
selon l'équation
d'Einstein linéarisée dans AdS5 :
δGµν (δgAB) = −Λ5δgAB, (3.12)
et les perturbations de matière évoluent sur la brane et ouplent aux perturbations mé-
triques selon les onditions de raordement d'Israel linéarisées et Z2-symétriques, sur la
brane :
δKνµ(ξ = ξb) =
−κ2
2
[
δT νµ −
1
3
δνµδT
]
, (3.13)
où µ, ν = 0, ..., 3. Les équations linéarisées d'évolution des perturbations invariantes de
jauge et les onditions de bord linéarisées reliant les perturbations métriques et les pertur-
bations de matière, invariantes de jauge, peuvent don être obtenues. Mais leurs expressions
sont lourdes et nous préférons réérire es équations dans le formalisme de Mukohyama
(setion 3.2), qui permet de réduire es équations de perturbations en des formes plus
ompates.
L'intérêt de travailler ave des quantités indépendantes du hoix de jauge est qu'on
peut les faire évoluer dans la jauge qui nous arrange le plus suivant le problème onsidéré
et on peut jongler d'une jauge à l'autre si néessaire. Bien-sûr, une fois qu'on a identié les
perturbations indépendantes de jauge, on peut simplier leur expression en hoisissant la
jauge la plus ommode. Dans la prohaine setion 3.2, nous hoisissons la jauge longitudi-
nale 5D pour les perturbations de type salaires qui est la jauge utilisée dans le formalisme
de Mukohyama.
3.2 Formalisme de Mukohyama
On hoisit de se plaer dans la jauge longitudinale 5D [27℄, dénie par
σ¯ = σ¯ξ = 0, (3.14)
où σ¯ et σ¯ξ ont été dénis en (3.3). Cette jauge est appelée omme telle pare que 'est une
sorte de généralisation, dans un modèle branaire, de la jauge longitudinale (ou de Newton),
utilisée en théorie des perturbations standards sur l'espae FRW à (3+1) dimensions. Dans
ette jauge (3.14), les perturbations salaires de métriques indépendantes de jauge (3.4)
oinident ave les quatres perturbations salaires de métrique naturellement introduites
au début de la setion 3.1.1 : A¯, A¯ξ, A¯ξξ et R¯. Dans la suite nous omettons les barres sur
es quantités invariantes de jauge exprimées dans la jauge longitudinale 5D.
Mukohyama a montré le premier que, en l'absene de perturbations de matière dans le
bulk, les perturbations salaires de métrique dans la jauge longitudinale 5D (A, Aξ, Aξξ
et R) peuvent toutes être exprimées en fontion d'une seule et unique variable salaire
maîtresse, Ω, qui se propage suivant une simple équation d'onde à inq dimensions [31℄
(un travail similaire a été eetué dans l'artile [32℄). De façon similaire, les perturbations
vetorielles invariantes de jauge de la métrique (v et vξ) peuvent être exprimées en fontion
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d'une seule et unique variable salaire maîtresse, Ω(V ) , qui se propagent suivant une simple
équation d'onde dans inq dimensions. Les perturbations purement tensorielles de la mé-
trique sont déjà invariantes de jauge et peuvent diretement être onsidérées omme une
variable maîtresse. Nous ne herherons pas à refaire les aluls de Mukohyama mais seule-
ment à énoner les équations ompates qu'il a obtenues. Ces équations nous seront utiles
pour le prohain hapitre 4. De manière générale, les équations de perturbations dans le
formalisme de Mukohyama sont ouramment utilisées dans la littérature onernant l'étude
des perturbations osmologiques en osmologie branaire pare que e formalisme simplie
élégamment l'attirail assez lourd des équations de perturbations exprimées dans d'autres
formalismes.
3.2.1 Perturbations tensorielles
Les perturbations tensorielles, transverses et sans trae, sont les plus simples à étudier :
elles dérivent des ondes gravitationnelles (au sens quadridimensionnel) et se propagent
librement dans le bulk AdS5, indépendamment de la présene de matière sur la brane (au
moins lorsqu'on fait l'hypothèse simpliatrie qu'il n'y a pas de perturbation tensorielle
anisotrope de matière sur la brane, δπji ≡ 0). Les utuations tensorielles, transverses et
sans trae, Eij , de la métrique
ds˜2 = (gµν + hµν) dx
µdxν = dξ2 −N2(ξ, τ)dτ 2 + A2(ξ, τ) (δij + Eij) dxidxj (3.15)
sont, de plus, automatiquement invariantes de jauge. On peut ainsi les dérire à l'aide
d'un hamp salaire anonique sans masse minimalement ouplé à la gravité , Ψ(t, ξ; p), et
transformé de Fourier dans les trois dimensions spatiales transverses, selon
Eij(t, ξ,x) =
∫
dpΨ(t, ξ; p)eip·xei ⊗ ej , (3.16)
qui se propage dans le bulk AdS5 selon l'équation de Klein-Gordon
− 1
N2
[
Ψ¨ +
(
3
A˙
A
− N˙
N
)
Ψ˙
]
+
[
Ψ′′ +
(
3
A′
A
+
N ′
N
)
Ψ′
]
− p
2
A2
Ψ = 0. (3.17)
p est le 3-moment (tri-impulsion) dans les trois dimensions spatiales transverses. Les ondi-
tions de jontion d'Israel linéarisées se réduisent à des onditions de bord de type Neumann
sur la brane pour les perturbation tensorielles :
∂ξΨ
∣∣
ξ=0
= 0. (3.18)
Ces onditions de bord sont homogènes sous l'hypothèse qu'il n'y a pas de perturbation
anisotrope de matière (δπji ≡ 0).
Le hamp salaireΨ est le hamp salaire maître de Mukohyama pour les perturbations
tensorielles quoique sa dénition soit triviale dans e as.
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3.2.2 Perturbations vetorielles
On a vu que les perturbations vetorielles de la métrique
ds˜2 = dξ2 −N2(ξ, τ)dτ 2 + A2(ξ, τ) (δij + ∂(iF¯j)) dxidxj
−A2(ξ, τ)S¯ξidξdxi −A2(ξ, τ)S¯idtdxi. (3.19)
pouvaient être dérites par les deux perturbations indépendantes de jauge v, vξ dénies en
(3.6). En l'absene de perturbations de matière dans le bulk, Mukohyama a montré que les
perturbations vetorielles de la métrique peuvent être générées à partir d'un unique hamp
salaire maître Ω(V )(t, ξ), selon
v =
N
A3
Ω(V )
′
,
vξ =
1
NA3
Ω˙(V ). (3.20)
La nouvelle variable maîtresse Ω(V ), dérivant les perturbations vetorielles de métrique,
satisfait l'équation d'onde à inq dimensions suivante :
− 1
N2
[
Ω¨(V ) −
(
3
A˙
A
+
N˙
N
)
Ω˙(V )
]
+
[
Ω(V )
′′ −
(
3
A′
A
− N
′
N
)
Ω(V )
′
]
− p
2
A2
Ω(V ) = 0.(3.21)
On onstatera que elle-i dière de l'équation de Klein-Gordon, satisfaite par les perturba-
tions tensorielles. Les onditions de jontion d'Israel linéarisées se réduisent à des onditions
de bord de type Dirihlet sur la brane pour les perturbation vetorielles :
Ω˙(V )
∣∣
ξ=0
= 0. (3.22)
Ces onditions de bord sont homogènes sous l'hypothèse qu'il n'y a pas de perturbation
anisotrope de matière.
3.2.3 Perturbations salaires
Les quatre perturbations salaires indépendantes de jauge, exprimées dans la jauge
longitudinale 5D, transforment la métrique selon
ds˜2 = (1 + 2Aξξ) dξ2 −N2(ξ, τ) (1 + 2A) dτ 2 +N(ξ, τ)Aξdξdt
+A2(ξ, τ) (1 + 2R) δijdxidxj. (3.23)
Les perturbations salaires 5D de métrique ouplent aux perturbations salaires 4D de
matière sur la brane, dénies par le tenseur énergie-impulsion perturbé
T νµ + δT
ν
µ =
[ −(ρ+ δρ) δq,j
−A−2δq,i (P + δP ) δji
]
.
Les indies gres dénotent les (3 + 1) oordonnées sur la brane et les indies latins en
minusules dénotent les trois dimensions spatiales sur la brane. On a négligé les perturba-
tions anisotropes salaires du tenseur énergie-impulsion pare qu'elles n'ont pas lieu d'être
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présentes lorsqu'on onsidère un uide parfait ou un hamp salaire sur la brane [29℄.
Rappelons que les omposantes de matière eetive sur la brane, ρ et P , sont reliées aux
omposantes du uide réel sur la brane, ρM et PM = wρM , selon ρ = ρM + σ, P = PM − σ,
où σ est la tension de la brane dans le modèle de Randall-Sundrum. Nous avons disuté
ela à la setion 2.2.2. En l'absene de perturbations de matière dans le bulk, Mukohyama
a trouvé que les perturbations salaires de la métrique peuvent toutes être générées à partir
d'un unique hamp salaire maître Ω(t, ξ), selon
A = − 1
6A
{(
2Ω′′ − N
′
N
Ω′
)
+
1
N2
(
Ω¨− N˙
N
Ω˙
)
− 1
ℓ2
Ω
}
,
Aξ = 1
NA
(
Ω˙′ − N
′
N
Ω˙
)
,
Aξξ = 1
6A
{(
Ω′′ − 2N
′
N
Ω′
)
+
2
N2
(
Ω¨− N˙
N
Ω˙
)
+
1
ℓ2
Ω
}
,
R = 1
6A
{(
Ω′′ +
N ′
N
Ω′
)
− 1
N2
(
Ω¨− N˙
N
Ω˙
)
− 2
ℓ2
Ω
}
. (3.24)
On remarquera que le hamp salaire maître Ω n'est pas sans dimension mais possède la
dimension d'une longueur au arré. La variable maîtresse satisfait l'équation d'onde à inq
dimensions suivante :
− 1
N2
[
Ω¨−
(
3
A˙
A
+
N˙
N
)
Ω˙
]
+
[
Ω′′ −
(
3
A′
A
− N
′
N
)
Ω′
]
−
(
p2
A2
− 1
ℓ2
)
Ω = 0.(3.25)
On onstatera que elle-i dière de l'équation de Klein-Gordon, satisfaite par les perturba-
tions tensorielles. La linéarisation des onditions de jontion d'Israel se fait plus aisément
dans la jauge Gaussienne normale pare que la brane reste xée en ξ = 0 dans ette jauge.
On peut exprimer es onditions de jontion liant les perturbations de métrique et de ma-
tière indépendantes de jauge dans la jauge Gaussienne normale, puisqu' on sait passer de
la jauge Gaussienne normale à la jauge longitudinale 5D. On peut dès lors re-exprimer les
onditions de jontion alulées dans la jauge gaussienne normale en fontion de la va-
riable maîtresse Ω. Les onditions de jontion d'Israel se réduisent aux onditions de bord
non-loales
4
suivantes sur la brane [33℄
κ2Aδρ = −3A˙
A
(
Ω˙′ − N
′
N
Ω˙
)
− p
2
A2
(
Ω′ − A
′
A
Ω
)∣∣∣
ξ=0
,
κ2Aδq = −
(
Ω˙′ − N
′
N
Ω˙
)∣∣∣
ξ=0
,
κ2AδP =
(
Ω¨′ − A
′
A
Ω¨
)
+ 2
A˙
A
(
Ω˙′ − N
′
N
Ω˙
)
−
((
2
A˙
A
)′
+
(
N˙
N
)′)
Ω˙
4
Le terme "non-loal", utilisé pour les onditions de bord des perturbations salaires, n'a rien à voir
ave la non-loalité étudiée au hapitre 4 qui est due à l'information provenant du bulk. Comme Deayet
l'a expliqué dans son artile [34℄, la terminologie "non-loale" pour les onditions de bord n'est pas très
adaptée, bien que fréquemment utilisée dans la littérature, pare que les onditions de bord ontiennent ii
seulement un nombre ni de dérivées.
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+
(
A′
A
− N
′
N
)(
1
ℓ2
− 2
3
p2
A2
)
Ω−
(
A′
A
− N
′
N
)(
2
A′
A
− N
′
N
)
Ω′
∣∣∣
ξ=0
.(3.26)
Les perturbations de type vetorielles ne survivent pas dans un modèle Z2-symétrique
tel que le modèle de Randall-Sundrum. C'est pourquoi nous nous onentrerons désormais
sur les perturbations de type tensorielles (ondes gravitationnelles) et les perturbations de
type salaires (ondes gravitationnelles et matière).
On omprendra que l'équation du mouvement (3.25) et les onditions de bord (3.26),
pour prendre l'exemple des perturbations salaires, ne seront pas triviales à résoudre :
l'équation du mouvement n'est plus séparable dans une géométrie de fond du type (2.73),
dérivant une brane FRW en expansion quelonque dans le bulk AdS5. Dans l'artile [34℄,
Deayet a montré ependant que le problème de l'évolution des perturbations salaires était
un problème bien posé au sens mathématique dans les as partiuliers d'un uide parfait de
perturbations adiabatiques ou d'un hamp salaire sur la brane : l'équation du mouvement
(3.25) ombinée aux onditions de bord (3.26) forment alors un système los d'équations.
Chapitre 4
Dissipation et non-loalité dans un
Univers branaire en expansion (artile)
Ce hapitre présente nos résultats sur les proessus de dissipation et de non-loalité
dans un Univers branaire en expansion, qui ont donné lieu à la publiation de l'artile
[51℄ : Dissipation and nonloality in a general expanding braneworld universe, Mathieu
Remazeilles, Phys. Rev. D79 :043523 (arXiv :0807.4238 [hep-th℄).
4.1 Introdution
Dans e hapitre nous étudions l'évolution à la fois des perturbations tensorielles et
des perturbations salaires dans un Univers branaire du type Randall-Sundrum ayant une
histoire d'expansion osmologique arbitraire. Au lieu de reherher des solutions exates aux
équations de perturbations présentées à la setion 3.2, nous sommes intéressés en priorité
par le rle des gravitons du bulk (perturbations de métrique) dans leur interation ave
les degrés de liberté loalisés sur la brane. Nous faisons le hoix d'adopter un point de
vue quadridimensionnel, en onsidérant les degrés de liberté loalisés sur la brane omme
un système quantique ouvert ouplé à un grand environnement omposé du ontinuum
des gravitons du bulk. Lorsque l'expansion osmologique de la brane est non-uniforme, les
degrés de liberté sur la brane et les degrés de liberté du bulk interagissent quantiquement
au ours du temps. Les exitations quantiques des degrés de liberté sur la brane peuvent
se désintégrer en émettant des gravitons dans le bulk qui peuvent s'éhapper vers l'inni
futur dans la dimension supplémentaire, e qui onduit à une forme de dissipation du point
de vue quadridimensionnel d'un observateur onné sur la brane. Les gravitons du bulk
peuvent également être rééhis (ou diratés) dans le bulk (dimension supplémentaire) à
ause de la ourbure du bulk AdS, puis ré-absorbés par la brane, et ainsi transformés de
nouveau en quanta sur la brane, e qui onduit à une forme de non-loalité du point de
vue quadridimensionnel. La dissipation et la non-loalité sont insrits dans le propagateur
retardé du bulk AdS, qui peut être systématiquement inséré dans le propagateur retardé
eetif de la brane à quatre dimensions par resommation des eets de rétroation du bulk
(bakreation en Anglais) à tous les ordres dans le ouplage brane-bulk. Dans e travail
nous estimons, au moyen du propagateur retardé eetif sur la brane, les taux de dissipation
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du mode lié du graviton (tenseur) ainsi que des degrés de liberté de matière sur la brane
(salaires) dans diérents régimes osmologiques et pour diérentes soures de matière sur
la brane.
Nous avons vu dans les hapitres préédents omment des proessus physiques peuvent
être interprétés diéremment entre un point de vue à inq dimensions et le point de vue à
quatre dimensions d'un observateur onné sur une brane : par exemple l'impulsion d'un
graviton 5D dans la inquième dimension orrespond de façon eetive à une masse pour
le graviton sur la brane d'un point de vue quadridimensionnel. De même, dans ette repré-
sentation de plus haute dimension, l'expansion de l'Univers quadridimensionnel peut être
interprété omme le mouvement aéléré de la brane 4D dans le bulk 5D dérit dans des
oordonnées statiques (oordonnées de Poinaré). Enn dans e hapitre nous allons voir
omment la rédution dimensionnelle donne aux transitions 5D entre les modes quantiques
sur la brane et dans le bulk l'apparene d'une forme de dissipation du point de vue qua-
dridimensionnel d'un observateur onné sur la brane. Nous utiliserons le formalisme de
Mukohyama exposé à la setion 3.2. La prinipale diulté dans le alul de l'évolution
des perturbations est que, exepté dans le as d'une brane ayant une aélération uniforme
(brane plate ou brane dS) où des solutions analytiques ont pu être obtenues (voir hapitre
2), les équations du mouvement ne sont généralement pas séparables à ause du mouvement
ompliqué dans le bulk de la brane FRW en expansion. Une ourte revue sur le problème
d'évolution des perturbations osmologiques dans les Univers branaires en expansion est
donnée dans la référene [35℄. Ce problème a été examiné numériquement et un ertain
nombre de résultats intéressants ont été obtenus [39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47℄. Le
problème des perturbations osmologiques dans les Univers branaires est en prinipe entiè-
rement soluble numériquement une fois que le vide initial dans AdS est onnu. Cependant
la spéiation de onditions initiales dans le bulk pose un problème de nature plus fonda-
mentale. Il n'y a pas de hoix unique, physiquement motivé, de onditions initiales dans un
espae de fond AdS [49, 50℄ (ontrairement à la situation dans un espae dS). Par onsé-
quent les résultats de es études numériques sont sujets à ertaines suppositions onernant
les onditions initiales. Ii nous réalisons une approhe analytique basée sur le alul du
propagateur retardé eetif sur la brane par resommation à partir des deux propagateurs
retardés "nus" sur la brane et dans le bulk AdS, l'objetif étant de fournir plus d'intuition
onernant l'évolution des perturbations osmologiques dans un Univers branaire en expan-
sion. Dans et artile nous avons exploré l'évolution des perturbations osmologiques dans
un sénario du type Randall-Sundrum ave une brane FRW ayant un mouvement arbitraire
dans le bulk AdS5 Z2-symétrique. Le but de e travail est d'estimer la magnitude des eets
physiques ressentis sur la brane et dûs à la présene d'une dimension supplémentaire innie
mais ourbée. Nous nous inspirons des idées développées par Binétruy, Buher et Carvalho
[36℄.
Lorsque le paramètre de Hubble sur la brane, H(τ), varie dans le temps, l'aélération
de la brane dans le bulk varie également et des gravitons sont émis dans le bulk. On peut
illustrer et eet par le problème lassique équivalent suivant : onsidérons les partiules
loalisées sur la brane (tel que l'état lié du graviton par exemple) omme des partiules
lassiques, un hangement d'aélération de la brane dans le bulk peut entrainer que ette
partiule se déloalise de la brane et s'éhappe dans la dimension supplémentaire (Fig. 4.1)
On peut se demander quel est le taux de dissipation eetif ou la probabilité qu'une partiule
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Fig. 4.1  Représentation lassique.
s'éhappe de la brane quand l'aélération de la brane hange de façon adiabatique ?
Les gravitons émis dans le bulk peuvent soit s'éhapper vers l'inni futur ou bien être
ré-absorbés par la brane à ause de réetions de es gravitons dans le bulk AdS ourbe.
Du point de vue quadridimensionnel d'un observateur sur la brane, es proessus donne
l'apparene de générer respetivement de la dissipation et de la non-loalité [36℄. Ces eets
sont "odés" dans le propagateur retardé du graviton du bulk AdS et peuvent être insérés
systématiquement dans le propagateur eetif de la brane, en resommant la série pertur-
bative prenant en ompte les eets de rétroation à tous les ordres. L'approhe utilisée
dans e travail est une perspetive quadridimensionnelle qui onsidère les degrés de liberté
loalisés sur la brane omme un système quantique ouvert ouplé à un grand environne-
ment omposé des gravitons du bulk. Dans le langage la théorie quantique des hamps
hors-équilibre, le propagateur du bulk joue le même rle qu'une "self-énergie" dans le sens
où elle "habille" les hamps "nus" (omposés des degrés de libertés disrets loalisés sur la
brane et sans interation ave le bulk).
Dans et artile nous estimons d'abord le taux de dissipation de l'état lié du graviton en
étudiant l'évolution des perturbations tensorielles dans le adre d'une brane FRW plongée
dans le bulk AdS. Gorbunov, Rubakov et Sibiryakov avaient obtenu en 2001 des résultats
analytiques pour l'ordre de magnitude des modiations au spetre de puissane standard
4D pour les perturbations tensorielles, dans le as où le fateur de Hubble sur la brane
hange instantanément [37℄ (voir aussi [38℄). Ii nous onsidérons la situation plus réaliste
où le fateur de Hubble sur la brane hange ontinûment et adiabatiquement, dans le sens où
H˙ ≪ H2. Nous explorons également la dissipation de degrés de liberté purement loalisés
sur la brane ('est-à-dire onnés), tels qu'un uide parfait (de perturbation adiabatique)
ou un hamp salaire en roulement lent (inaton) sur la brane, en étudiant l'évolution des
perturbations salaires et la nature du ouplage entre les perturbations de métrique et
les perturbations de matière. Nous utilisons les oordonnées Gaussiennes normales (GN)
pour ouvrir l'espae-temps AdS et plonger la brane FRW dans une tranhe du bulk AdS ;
ainsi la oordonnée de la dimension supplémentaire mesure la distane propre à la brane,
et la position de la brane dans le bulk reste xe par dénition. Les oordonnées GN ont
aussi l'avantage de simplier la forme des onditions de jontion linéarisées sur la brane. Le
prinipal désavantage des oordonnées GN est la présene de singularités de oordonnées
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dans le bulk à une distane nie de la brane bien que le bulk AdS soit en fait régulier
et extensible au-delà de la singularité en hoisissant un autre système de oordonnées. À
ause du mouvement arbitraire de la brane FRW dans le l'espae AdS, les omposantes de la
métrique ont une forme ompliquée, e qui rend non-séparables les équations du mouvement
pour les perturbations. C'est pourquoi, hormis dans le as de l'inaton sur la brane (setion
4.3), nous utilisons une géométrie approhée omme étant la limite de la métrique exate
près de la brane an de réaliser une séparation des équations. Cette limite peut être légitimée
dans le modèle de Randall-Sundrum par le fait que le support de la fontion d'onde dérivant
l'état lié est loalisée près de la brane. Nous pensons que la physique prohe de la brane
est pertinente pour dérire des eets de dissipation dans les Univers branaires. An de
se onentrer sur les eets dissipatifs, on peut approximer à haute énergie (Hℓ ≫ 1)
l'inhomogénéité du bulk ourbe AdS, responsable des réetions des gravitons dans le
bulk et par onséquent d'eets non-loaux sur la brane. Cette approximation est disutée
ultérieurement dans e hapitre.
4.2 Proessus de dissipation et de non-loalité dans un
Univers branaire en expansion
Nous avons vu au hapitre 2 que l'évolution des perturbations osmologiques dans le
modèle de Randall-Sundrum a été résolu analytiquement pour des Univers branaires hau-
tement symétriques, où le fateur de Hubble sur la brane H était onstant. C'était le as
d'une brane Minkowski (H = 0), statique, ou d'une brane de Sitter pur (H = const. > 0),
suivant une expansion uniforme, ou une trajetoire uniformément aélérée dans le bulk
AdS. Les équations linéarisées pour les perturbations étaient séparables par symétrie et
on pouvait réduire le problème à la résolution d'une équation de type Shrödinger, où le
potentiel obtenu avait l'aspet d'un potentiel-volan : la présene de la brane réant un
puit de potentiel du type fontion δ et la ourbure du bulk AdS réant une barrière de
potentiel déroissante (Fig. 4.2).
La forme du potentiel entraîne l'existene d'un unique état lié à la brane, le mode
de masse zéro m = 0, dans le spetre de gravitons des équations d'Einstein linéarisées,
ainsi qu'un ontinuum d'états de diusion, 'est-à-dire de gravitons libres et massifs de
Kaluza-Klein de masse m ≥ 3H/2 dans le as de la brane dS [16℄. Le mode zéro s'identie
naturellement au graviton standard sans masse et reproduit la gravitation quadridimen-
sionnelle sur la brane à basse énergie. Il représente un degré de liberté branaire dans le sens
où il reste loalisé près de la brane. L'amplitude d'interation des gravitons massifs ave
la brane est supprimée près de la brane à basse énergie à ause de la barrière de potentiel.
Dans le as d'un ontenu de matière dépendant du temps dans l'Univers, l'expansion os-
mologique n'est plus uniforme : le fateur de Hubble hange ave le temps, e qui entraine
un hangement dans la forme des potentiels-volans. Par onséquent, les degrés de liberté
sur la brane et les degrés de liberté du bulk interagissent et don génère des transitions
entre les modes.
Le système brane-bulk est un système quantique Hamiltonien, néessairement onser-
vatif puisque la densité de l'espae des phases doit être préservée par translation dans
le temps. En e sens, le système brane-bulk est intrinsèquement non-dissipatif, et l'appa-
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V(z)
∼ −δ(Ζ)
V(z)
M brane
dS brane
∼ −δ(Ζ)
(z = 0)
(z = 0)
extra dim.  zextra dim.  z
~ l −2
2
9H  /4
Fig. 4.2  Gauhe : potentiel-volan pour une brane Minkowski. La hauteur du potentiel
est O(ℓ−2) et le potentiel déroît omme 1/z2 si z est la dimension supplémentaire. Le mode zéro
du graviton est lié à la brane et entouré d'un ontinuum de gravitons massifs libresm > 0.Droite :
potentiel-volan pour une brane de Sitter. La hauteur du potentiel est O(H2 + ℓ−2) et le
potentiel déroît omme 1/ sinh2(z). Le mode zéro du graviton est lié à la brane et entouré d'un
ontinuum de gravitons massifs libres m > 3H/2, aratérisé par un gap O(H2) entre le mode
zéro et le ontinuum.
rene de dissipation ne peut se produire que par le résultat d'un oarse graining (i.e une
moyenne sur l'information manquante). L'interation entre les quanta, dûe à l'expansion
de la brane, peut être aratérisisée par une transformation de Bogoliubov (matrie S pour
un système linéaire) reliant les modes de fréquene positive et de fréquene négative entre
le vide in initial et le vide out résultant. Cependant, du point de vue d'un observateur
onné sur la brane, l'Univers quadridimensionnel, en tant que sous-variété, est un système
quantique ouvert. Par onséquent le mélange entre les modes loalisés sur la brane et les
modes déloalisés dans le bulk réé l'apparene d'une dissipation pour l'observateur qua-
dridimensionnel inapable d'aéder aux modes du bulk. L'observateur sur la brane n'est
sensible qu'à une partie du vide omplet de l'espae AdS, partie omposée seulement des
modes disrets loalisés sur la brane. L'espae de Hilbert du sytème branaire est tronqué à
ause de la rédution dimensionnelle, et le vide du bulk, omposé du ontinuum des modes
du bulk, ontient l'information manquante. Lorsqu'on observe les perturbations osmolo-
giques aujourd'hui, on mesure les valeurs moyennes dans le vide d'observables quadratiques
en les opérateurs de réation et d'annihilation loalisés sur la brane aujourd'hui, à savoir
abrane,out et a
†
brane,out. La matrie S exprime les opérateurs out omme des ombinaisons
linéaires de abrane,in et a
†
brane,in d'un té, et de abulk,in(k) et a
†
bulk,in(k) de l'autre. Une para-
métrisation utile de ette transformation a été proposée dans [36℄. Les auteurs dénissent
Abrane,in et Abulk,in omme étant entièrement sur la brane et dans le bulk respetivement,
et normalisés tel que
[
Abrane,in, A
†
brane,in
]
=
[
Abulk,in, A
†
bulk,in
]
= 1. Dès lors abrane,out peut
être exprimé en fontion de eux-i selon une des trois possibilités suivantes : soit
abrane,out = cos θAbrane,in + sin θAbulk,in (4.1)
où 0 ≤ θ ≤ π/2 ; ou bien
abrane,out = cosh uAbrane,in + sinh uA
†
bulk,in (4.2)
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où 0 ≤ u ≤ +∞ ; ou bien
abrane,out = sinh uA
†
brane,in + cosh uAbulk,in (4.3)
où 0 ≤ u ≤ +∞. Abrane,in peut être onstruit entièrement omme une ombinaison linéaire
de abrane,in et a
†
brane,in, et de même Abulk,in peut être onstruit entièrement omme une
ombinaison linéaire de abulk,in(k) and the a
†
bulk,in(k), k indexant les modes du ontinuum.
Nous remarquons en (4.3) que l'état initial dans le bulk peut avoir un rle onsidérable,
voire dominant, dans la détermination de e qui est observé sur la brane aujourd'hui.
P
PAdS dS
timelike geodesics
Fig. 4.3  Géodésiques de genre temps dans AdS (gauhe) et dans dS (droite)
En osmologie standard la théorie inationnaire permet de résoudre le problème des
onditions initiales et e suès repose sur la struture ausale de la géométrie de fond
de Sitter (dS) : l'espae dS "n'a pas de heveux" ("no hair" en Anglais) dans le sens où
les irrégularités initiales sont eaées au ours du temps puisque les géodésiques de genre
temps divergent dans dS, perdant toute ausalité (Fig. 4.3). Cela entraine l'homogénéité et
l'isotropie observée dans l'Univers aujourd'hui et justie l'existene de onditions initiales
naturelles dans dS. En revanhe dans les senarios branaires à la Randall-Sundrum, la
géométrie de fond est Anti-de Sitter (AdS), dont la struture ausale entraine que les
amplitudes des perturbations initiales sont onservées au ours du temps pare que les
géodésiques de genre temps d'abord divergent puis re-onvergent et ela pertpétuellement
(Fig. 4.3) : il n'y a don pas de onditions initiales naturelles dans AdS [49, 50℄. Les
méthodes numériques employées dans la littérature [39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47℄
néessitent un hoix partiulier de onditions initiales dans le bulk AdS pour faire évoluer
les perturbations et rendre ompte de e qui observé aujourd'hui sur la brane. Le vide
initial souvent hoisi dans les méthodes numériques est le vide invariant sous de Sitter
(voir par exemple [44℄), 'est-à-dire que les onditions initiales sont spéiées à partir d'une
ombinaison des modes dénis dans un déoupage ("sliing" en Anglais) dS4 de AdS5.
Les onditions initiales ne sont don dénies que sur l'horizon de Cauhy du bulk réé
par le "sliing" dS. Ce hoix n'est pas forément légitime pour AdS d'autant plus que,
omme on le dérit à la setion 4.4, des gravitons du bulk initiaux provenant de l'horizon de
Poinaré de AdS mais situés en dehors de l'Horizon de Cauhy du sliing dS peuvent aeter
ausalement les modes de la brane dans le futur, lorsque l'expansion de la brane déélère.
Ajoutons qu'il a été observé numériquement [44, 46℄ que la ontribution initiale dans le bulk
était sous-dominante voire négligeable (quelques pourent) par rapport à la ontribution
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initiale sur la brane dans la détermination des spetres de puissane observés aujourd'hui
sur la brane. Cependant es onlusions dépendent très ertainement du hoix partiulier
du vide initial spéié dans es shémas numériques. Comme on l'a vu au paragraphe
préédent, ave la paramétrisation expliite (4.3), les ontributions relatives des onditions
initiales dans le bulk et sur la brane peuvent varier onsidérablement suivant sur quelle
base est déni le vide initial. Nous adoptons ii une approhe eetive à quatre dimensions
analytique et basée sur les propagateurs retardés de la brane FRW et du bulk AdS, e
qui évite la spéiation d'un vide initial dans le bulk. À partir des fontions de Green
retardées du bulk et de la brane "nue", nous onstruisons le propagateur retardé eetif
sur la brane tenant ompte de l'interation ave le bulk.
timelike
  brane
bulk
H(+)
H(−)
Fig. 4.4  Proessus fondamentaux de l'interation brane-bulk dans une perspetive
quadridimensionnelle. De la gauhe vers la droite : absorption, dissipation, non-loalité. La
non-loalité se manifeste à ause de la diration des gravitons dans le bulk AdS ourbe.
L'interation brane-bulk peut être résumée par les proessus suivants, fondamentaux du
point de vue quadridimensionnel, et illustrés sur la gure Fig. 4.4. Un état du vide initial
peut être omplètement aratérisé en spéiant l'état quantique des gravitons inidents
sur l'horizon de Cauhy du passé H(−) dans le bulk et l'état quantique des degrés de liberté
sur la brane à l'intersetion de la brane ave H(−). Ultérieurement les degrés de liberté de
la brane et eux du bulk interagissent au ours du temps. Les gravitons du bulk peuvent
être absorbés et transformés en quanta sur la brane. De façon similaire, les exitations
quantiques sur la brane peuvent se désintégrer en éméttant des gravitons dans le bulk.
Ceux-i peuvent soit s'éhapper vers l'inni futur, onduisant à de la dissipation du point
de vue quadridimensionnel, ou bien peuvent être ré-absorbés par la brane à ause de la
ourbure du bulk, onduisant à de la non-loalité du point de vue quadridimensionnel.
On peut onsidérer l'interation brane-bulk dans une perspetive quadridimensionnelle
en regardant les degrés de liberté de la brane omme un système quantique ouvert ouplé
à un grand environnement, le bulk, ayant un grand nombre de degrés de liberté. Shéma-
tiquement, on peut diagonaliser par blo en faisant une transformation de Fourier dans les
trois dimensions spatiales transverses. Pour un univers branaire en expansion, ave un uide
parfait ou un hamp salaire sur la brane, l'interation entre un degré de liberté salaire de
la brane q(t) et un degré de liberté salaire du bulk u(t, x), où x représente la dimension
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supplémentaire, est régie par un système d'équations ouplées qui, sous des approximations
justiées plus loin dans e hapitre, peuvent être érites dans la forme générale suivante
[−∂ta(t, x)∂t + ∂xb(t, x)∂x + c(t, x)] u(t, x) = 0,
[∂x + λ(t)]u(t, x)|x=0 = P1(∂t)q(t),[
∂2t + ω
2
0(t)
]
q(t) = P2(∂t)u(t, x)|x=0, (4.4)
où P1 et P2 sont des polynmes en ∂t de degré un et de degré deux respetivement, ave des
oeients dépendant du temps. La première équation est l'équation du mouvement dans
le bulk, la seonde est la ondition de bord sur la brane, de type Neumann, et la troisième
l'équation du mouvement pour le degré de liberté sur la brane. Les degrés de liberté de la
brane et du bulk sont reliés selon
q(t) =
∫
dt′Gbrane(t, t
′)P2(∂t′)u(t
′, 0),
u(t, x) =
∫
dt′Gbulk(t, t
′, x, 0)P1(∂t′)q(t
′), (4.5)
où Gbrane = [∂
2
t + ω
2
0(t)]
−1
est le propagateur retardé nu
1
de la brane et Gbulk le propagateur
retardé du bulk dans sa forme Neumann. Après interation, le propagateur retardé eetif
de la brane peut être obtenu en resommant la série géométrique à tous les ordres de la
perturbation (ou des eets de rétroation) :
Gˆbrane = Gbrane +GbraneP2(Dt)GbulkP1(Dt)Gbrane
+GbraneP2(Dt)GbulkP1(Dt)GbraneP2(Dt)GbulkP1(Dt)Gbrane + ...
=
1
G−1brane − P2(Dt)GbulkP1(Dt)
, (4.6)
où les deux points du propagateur du bulk résident sur la brane. Ainsi le degré de liberté
sur la brane se propage selon l'équation intégro-diérentielle
Gˆ−1brane ◦ q = ∂2t q + ω20(t)q +
∫
dt′Kbulk(t− t′)q(t′) = 0. (4.7)
Ii le noyau du bulk est donné par
Kbulk(t, t
′) = −P2(∂t)Gbulk(t, t′)P1(∂t′) (4.8)
et joue le rle d'une self-énergie qui habille le hamp nu de la brane. Les eets de dis-
sipation loale et les eets non-loaux sont tous ontenus dans e noyau d'interation. Le
propagateur retardé nu de la brane Gbrane = [∂
2
t + ω
2
0(t)]
−1
est le propagateur d'un osilla-
teur loalisé sur la brane et ontribue uniquement aux transitions entre modes 4D dues à
l'expansion de l'Univers.
On peut onsidérer pour illustration les ouplages suivants
P1(∂t) = −γ1(t)∂t, P2(∂t) = γ2(t)∂t. (4.9)
1
Par nu on entend le propagateur des hamps libres de la brane, 'est-à-dire exluant l'interation
ave le bulk.
4.2. PROCESSUS DE DISSIPATION ET DE NON-LOCALITÉ DANS UN
UNIVERS BRANAIRE EN EXPANSION 65
Puisque la forme Neumann du propagateur retardé du bulk projeté sur la brane s'érit de
façon générale
Gbulk(t, t
′, x = 0, x′ = 0) = θ(t− t′)G(t, t′, 0, 0), (4.10)
le noyau d'interation ave le bulk peut se déomposer en parties singulières et régulières
Kbulk(t, t
′) = Ksingbulk (t, t
′) +Kregbulk(t, t
′), (4.11)
où
Ksingbulk (t, t
′) = δ(t− t′)γ1(t)γ2(t)G(t, t, 0, 0)∂t
Kregbulk(t, t
′) = θ(t− t′)γ2(t)∂tG(t, t′, 0, 0)γ1(t′)∂t′ . (4.12)
La partie singulière est responsable de proessus de dissipation loaux et la partie régulière
dérit des proessus non-loaux, tels que eux résultant de réetions des gravitons dans le
bulk AdS ourbe. La somme innie sur la partie singulière
G˜brane = Gbrane +Gbrane
(−Ksingbulk )Gbrane +Gbrane (−Ksingbulk )Gbrane (−Ksingbulk )Gbrane + ...,
=
1
∂2t + Γ(t)∂t + ω
2
0(t)
(4.13)
équivaut en eet à introduire un terme de dissipation loal Γ(t) = γ1(t)γ2(t)G(t, t, 0, 0)
dans l'équation eetive du mouvement pour le degré de liberté sur la brane. En resommant
ensuite sur la partie régulière
Gˆbrane = G˜brane + G˜brane (−Kregbulk) G˜brane
+G˜brane (−Kregbulk) G˜brane (−Kregbulk) G˜brane + ..., (4.14)
on rajoute la non-loalité dans l'équation eetive du mouvement de telle sorte que le degré
de liberté sur la brane se propage selon
Gˆ−1brane ◦ q = q¨(t) + Γ(t)q˙(t) + ω20(t)q(t) + γ2(t)
∫ t
−∞
dt′G(t, t′, 0, 0)γ1(t
′)q˙(t′) = 0. (4.15)
Puisqu'une partie singulière loale ne dépend pas de la ourbure du fond, il s'ensuit que le
terme G(t, t, 0, 0), qui apparaît dans le taux de dissipation loale, peut être remplaé par
le propagateur de Minkowski dans sa forme Neumann. Nous rappelons que le propagateur
retardé de Minkowski est
GretMink(t, t
′, x, x′) = θ(t− t′)θ ((t− t′)2 − (x− x′)2) J0 (p√(t− t′)2 − (x− x′)2) ,(4.16)
où p est le moment dans les trois dimensions spatiales transverses. Don G(t, t+, 0, 0) =
GMink(t, t
+, 0, 0) = 1 et le taux de dissipation loale dépend seulement des ouplages
Γ(t) = γ1(t)γ2(t). (4.17)
Notons que nous n'avons fait auune approximation pour aluler e taux de dissipation
loale. Pour des ouplages autres que (4.9), des termes loaux supplémentaires peuvent
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apparaître ontribuant dans l'équation eetive du mouvement par example à un déalage
de fréquene. Il se peut que la dissipation soit non-loale ('est-à-dire qu'elle se manisfeste
ave une sorte de mémoire dans le temps) lorsqu'il n'y a pas de dérivées dans les ouplages.
Ce formalisme à partir des fontions de Green est pratique pour disriminer les transitions
entre les modes 4D sur la brane dues à l'expansion de l'Univers des transitions entre les
modes de la brane et les modes du bulk dûes à la présene d'une dimension supplémentaire.
De plus e formalisme permet de distinguer les proessus de dissipation loaux des proessus
non-loaux. Le but de notre travail est d'estimer par es méthodes les taux de dissipation
de ertains degrés de liberté onnés sur la brane (ou bien loalisés près de la brane) dans
le as d'une expansion arbitraire de la brane et sans symétrie partiulière.
4.3 Perturbations salaires : Inaton en roulement lent
sur la brane
Les perturbations salaires sont d'un intérêt partiulier pare qu'elles ouplent aux
perturbations de matière sur la brane et don peuvent aeter le ontenu du tenseur énergie-
impulsion de l'Univers. Elles sont toutes dérite par l'unique hamp "maître" Ω tel qu'on l'a
déjà disuté à la setion 3.2. Nous prenons la transformée de Fourier dans les trois diretions
spatiales transverses à ause de l'homogénéité et l'isotropie, et évoluons séparément haque
mode de Fourier. Dans ette setion nous étudions le as des perturbations salaires, où
le degré de liberté sur la brane est un hamp salaire ave un potentiel en roulement lent
("slow-roll" en anglais), V (φ), de telle sorte que la géométrie induite sur la brane est quasi-
de Sitter. Durant l'Ination en roulement lent, l'expansion de l'Univers est don adiabatique
dans le sens où H˙ ≪ H2. Le hamp salaire de l'inaton, φ(τ), peut être aratérisé par
une densité d'énergie ρM et une pression PM
ρM =
1
2
φ˙2 + V (φ),
PM =
1
2
φ˙2 − V (φ). (4.18)
On peut ombiner les équations de Mukohyama, exposées à la setion 3.2.3 pour les per-
turbations salaires, pour obtenir des équations ouplées simples pour le système brane-
bulk. Suivant les aluls eetués dans les référenes [41, 47℄, on introduit la variable de
Mukhanov-Sasaki indépendante de jauge, dénie dans [52℄, pour dérire le degré de liberté
salaire sur la brane :
Q = δφ− φ˙
H
Rb, (4.19)
où δφ est la perturbation de l'inaton et Rb est une des perturbations salaires de métrique,
à savoir la perturbation de ourbure (3.24), projetée sur la brane. Les équations du système
brane-bulk dans le système de oordonnées Gaussiennes normales général (2.65) est alors
donné par [41, 47℄ :
− 1
N2
[
Ω¨−
(
3
A˙
A
+
N˙
N
)
Ω˙
]
+
[
Ω′′ −
(
3
A′
A
− N
′
N
)
Ω′
]
−
(
p2
A2
− 1
ℓ2
)
Ω = 0,
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−p
2
a2
[
H
(
Ω′ − A
′
A
Ω
)
+
κ2φ˙2
6
(
Ω˙−HΩ
)]∣∣∣∣∣
ξ=0
= κ2aφ˙2
(
H
φ˙
Q
).
,
Q¨+ 3HQ˙+
(
p2
a2
+ V ′′(φ)
)
Q+

H¨H − 2H˙H V
′(φ)
φ˙
− 2
(
H˙
H
)2
Q = J(Ω)|ξ=0, (4.20)
où p est le moment transverse et la soure J(Ω) est donnée par
J(Ω) = − φ˙
H
[(
−H˙
H
+
H¨
2H˙
)
p2
3a3
(
Ω˙−HΩ
)
+
(
1− H˙
2H2
)
p4Ω
9a5
+
p2
6a3
(
Ω¨−HΩ˙ + p
2
3a2
Ω−
(
N ′
N
− A
′
A
)
Ω′
)
+
H˙
H2
p2
6a3
(
HΩ′ −HΩ˙− 1
ℓ2
Ω+
p2
3a2
Ω
)]
. (4.21)
Ii les notations sont a(τ) = A(τ, ξ = 0) et H = (A′/A)|ξ=0. De l'équation de Friedmann
(2.71), on a de plus que
κ2φ˙2/2 = −ℓH˙/
√
1 + ℓ2H2. (4.22)
Les équations (4.20), (4.21) peuvent être simpliées dans le as de l'Ination à roulement
lent, omme suit : on néglige toutes les orretions adiabatiques de l'expansion, omme des
termes du type H˙/H2, exepté pour les termes impliqués dans les ouplages entre Q et
Ω. D'après es approximations et après hangement d'éhelle du hamp "maître" selon
AΩ→ Ω, nous soutenons que le système des équations ouplées se simplie omme
G−1bulk(τ, ξ, τ
′, ξ′) ◦ Ω(τ ′, ξ′) = 0,
Ω′|ξ=0 = P1(∂τ )Q(τ),
G−1brane(τ, τ
′) ◦Q(τ ′) = P2(∂τ )Ω(τ, ξ)|ξ=0, (4.23)
où Gbulk est la fontion de Green de l'équation du mouvement exate dans le bulk,
Gbrane = [∂
2
τ + 3H(τ)∂τ + p
2/a2]
−1
est la fontion de Green nue de l'Inaton sur la brane,
P1(∂τ ) = −(κ2a2φ˙/p2)∂τ et P2(∂τ ) = −(p2φ˙/(6a2H)) [∂2τ +H(τ)∂τ + p2/a2]. La première
équation dans (4.23) est l'équation d'onde du bulk. La présene de dérivées en temps des
hamps dans les ouplages brane-bulk induit de la dissipation loale pour le hamp salaire
sur la brane. Le propagateur eetif sur la brane, prenant en ompte l'interation ave
le bulk, est obtenu, omme expliqué à la setion 4.2, en resommant la série perturbative
géométrique à tous les ordres de rétroation
Gˆbrane
= Gbrane +Gbrane
[
p2φ˙
6a2H
(
G¨Nbulk +HG˙
N
bulk +
p2
a2
GNbulk
)
κ2a2φ˙
p2
Dτ
]
Gbrane + ...
=
1
G−1brane − p
2φ˙
6a2H
(
G¨Nbulk +HG˙
N
bulk +
p2
a2
GNbulk
)
κ2a2φ˙
p2
Dτ
(4.24)
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où G−1brane = [D
2
τ + 3HDτ + p
2/a2] dérit la propagation nue sur la brane. GNbulk est le
propagateur retardé du bulk dans sa forme Neumann et projeté sur la brane, et a la forme
générale
GNbulk(τ, τ, ξ = 0, ξ
′ = 0) = θ(τ − τ ′)GN(τ, τ ′, 0, 0). (4.25)
Les dérivées par rapport au temps du propagateur du bulk (4.25) apparaissant dans le
propagateur eetif de la brane (4.24) produisent des termes singuliers et réguliers. Cela
suggère que la propagation de l'inaton habillé ontient des orretions adiabatiques
loales et non-loales :[
1− κ
2φ˙2
6H
GN(τ, τ, 0, 0)
]
Q¨ +
[
3H − κ
2φ˙2
6H
(
2HGN(τ, τ, 0, 0) + G˙N(τ, τ, 0, 0)
)]
Q˙
+
p2
a2
Q+ (terme non-loal) = 0. (4.26)
Ii le terme non-loal dépend de la ourbure ℓ de l'espae AdS et de la ourbure intrinsèque
H de la brane, et est donné par les dérivées par rapport au temps de la partie régulière GN
de la fontion de Green GNbulk de l'équation d'onde dans le bulk AdS (4.23) :
(terme non-loal) = −κ
2φ˙2
6H
∫ +∞
0
ds
[
G¨N(s) + 2HG˙N(s) +
p2
a2
GN(s)
]
Q˙(τ − s).(4.27)
Les termes loaux ne dépendent pas de la ourbure, e qui signie que la partie régulière
GN(τ, τ, 0, 0) de la fontion de Green du bulk est égale au propagateur de Minkowski à l'ori-
gine dans (4.26). Puisque la forme Neumann du propagateur de Minkowski GNMink(τ, τ
′, ξ, ξ′)
est donné par
GNMink(τ, τ
′, ξ, ξ′) = GM(τ, τ
′, ξ, ξ′) +GM(τ, τ
′, ξ,−ξ′) (4.28)
où
GMink(τ, τ
′, ξ, ξ′) = θ
(
(τ − τ ′)2 − (ξ − ξ′)2) J0 (p√(τ − τ ′)2 − (ξ − ξ′)2) , (4.29)
on a GN(τ, τ+, 0, 0) = GNMink(τ, τ
+, 0, 0) = 1 et G˙N(τ, τ+, 0, 0) = G˙NMink(τ, τ
+, 0, 0) = 0, de
telle sorte que l'équation du mouvement eetive pour l'inaton se réduit à[
1− κ
2φ˙2
6H
]
Q¨+
[
3H − κ
2φ˙2
6H
H
]
Q˙ +
p2
a2
Q + (terme non-loal) = 0. (4.30)
On peut renormaliser le terme inétique à un en divisant ette équation par le oeient
du terme inétique et obtenir
Q¨+ [3H + Γ(τ)] Q˙+
(
p2
a2
+ Λ(τ)
)
Q + (terme non-loal)+O(κ4φ˙4) = 0. (4.31)
De l'équation (4.31) nous observons que l'interation de l'inaton ave les gravitons du bulk
onduit à de la dissipation loale dans la dimension supplémentaire à travers le terme de
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frition loale apparaissant dans l'équation eetive sous la forme d'une dérivée première
par rapport au temps Γ(τ)Q˙. Il y a de plus un déalage de phase donné par Λ(τ) =
(p2/a2)κ2φ˙2/(6H). Nous trouvons que le déalage de phase loal de la fréquene nue de
l'Inaton induit par la dimension supplémentaire est :
Λ(τ) = O(1) H˙
H2
Hℓ√
1 +H2ℓ2
p2
a2
. (4.32)
Nous trouvons que le taux de dissipation loal de l'inaton dû à la dimension supplémentaire
est :
Γ(τ) =
κ2φ˙2
3
= O(1) H˙
H2
Hℓ√
1 +H2ℓ2
H. (4.33)
On observe que le terme de dissipation ΓQ˙ domine la orretion de phase ΛQ aux éhelles
superhorizon alors que 'est le ontraire aux éhelles subhorizon. De plus ette orretion
peut être du même ordre de grandeur que les orretions standard à l'Ination (Stewart-
Lydth orretions ∼ (H˙/H2)H2Q [33℄).
Si l'Ination a lieu dans le régime où le rayon de ourbure du bulk est beauoup plus
grand que le rayon de Hubble (Hℓ ≫ 1), le taux de dissipation loal de l'inaton se
omporte omme
Γ(τ)
Hℓ≫1∼ O(1) H˙
H2
H. (4.34)
Dans le régime quasi-quadridimensionnel (Hℓ≪ 1) le taux de dissipation loal se omporte
omme
Γ(τ)
Hℓ≪1∼ O(1) H˙
H2
(Hℓ)H. (4.35)
Le taux de dissipation est supprimé dans le régime quasi-quadridimensionnel par un fateur
(Hℓ). Le hamp salaire sur la brane se dissipe linéairement par rapport au paramètre de
roulement lent à n'importe quelle éhelle. La dissipation de l'inaton dans la dimension
supplémentaire est don dominante aux éhelles superhorizon et à haute énergie.
Dans le as des perturbations tensorielles et dans le as du uide parfait pour les per-
turbations salaires, les équations de Mukohyama n'auront pas de ouplage dérivatif, e
qui fait que les orretions eetives sont non-loales. Il est don néessaire dans es as de
onnaître la forme du propagateur du bulk. On est don amené à simplier les équations des
perturbations en approximant la géométrie de fond. C'est l'objet des setions qui suivent.
4.4 Métrique de fond
Un Univers homogène et isotrope Friedmann-Robertson-Walker (FRW) à (3 + 1) di-
mensions ave une histoire d'expansion arbitraire, aratérisée par le fateur d'éhelle a(τ)
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fontion du temps propre τ , peut être plongé dans une portion de l'espae AdS5 de rayon
de ourbure ℓ, dérit dans des oordonnées de bulk statique (oordonnées de Poinaré) par
ds2 = ℓ2
−dt2 + dx23 + dz2
z2
, (4.36)
au moyen du plongement expliite suivant
zb(τ) = e
−
R
H(τ)dτ , tb(τ) =
∫
dτ
ℓ
√
ℓ2z˙b
2(τ) + z2b (τ), (4.37)
où H(τ) est le fateur de Hubble sur la brane. Nous pouvons onstruire expliitement des
oordonnées Gaussiennes normales en alulant la ourbe géodésique dans le plan (z, t),
normale à la trajetoire de la brane de temps propre τ et s'étendant à la distane propre
ξ à partir de la brane. Nous obtenons don la projetion suivante entre les oordonnées
Gaussiennes normales et les oordonnées de Poinaré :
z(ξ, τ) =
e−
R
dτ H(τ)
cosh(ξ/ℓ)−√1 + ℓ2H2 sinh(ξ/ℓ) ,
t(ξ, τ) =
∫
dτ
ℓ
[
e−
R
dτ H(τ)
√
1 + ℓ2H2
]
− ℓHe
−
R
dτ H(τ) sinh(ξ/ℓ)
cosh(ξ/ℓ)−√1 + ℓ2H2(τ) sinh(ξ/ℓ) ,(4.38)
d'où il s'ensuit l'élément de longueur suivant
ds2 = −
(√
1 + ℓ2H2 sinh(ξ/ℓ)− cosh(ξ/ℓ) + ℓ
2H˙√
1 + ℓ2H2
sinh(ξ/ℓ)
)2
dτ 2
+
(√
1 + ℓ2H2 sinh(ξ/ℓ)− cosh(ξ/ℓ)
)2
e2
R
H(τ)dτdx23
+dξ2. (4.39)
Dans es oordonnées la brane est stationnaire par rapport au bulk, et ξ measure la distane
propre à la brane. Notons que nous avons déjà alulé ette métrique à la setion 2.2.2 du
hapitre 2 en présentant les solutions osmologiques homogènes et isotropes dans le modèle
de Randall-Sundrum. La seule diérene est que nous étions partis des perturbations de
matière pour exprimer la métrique alors qu'ii l'élaboration de la métrique est purement
géométrique.
Bien que les oordonnées Gaussiennes normales soient ommodes pour dérire une brane
en expansion arbitraire, elles sourent néanmoins d'un ertain nombre de désavantages. En
partiulier une desription du bulk ave es oordonnées s'eondre quand les géodésiques
spatiales normales à la brane développe des austiques, foalisant soit dans le temps à ξh =
ℓcoth−1
(√
1 + ℓ2H2 + ℓ2H˙/
√
1 + ℓ2H2
)
, soit dans les dimensions spatiales transverses à
ξs = ℓcoth
−1
(√
1 + ℓ2H2
)
. Même si es singularités peuvent donner l'illusion d'un horizon,
l'espae AdS du bulk est régulier en es points et peut être étendu au-delà en utilisant
un autre ensemble de oordonnées. Considérons le problème des onditions initiales dans
es oordonnées en examinant le diagramme de Carter-Penrose pour des osmologies du
type Randall-Sundrum (Fig. 4.5). Il faut spéier des données initiales sur une surfae
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de temps Gaussien normal onstant, dans le bulk aussi bien que sur la brane. Supposons
qu'on limite notre ambition à prédire e qui se passe sur la brane dans le futur. L'évolution
d'un Univers branaire dans sa phase dominée par la matière (uide sans pression P = 0),
qui initialement était dans sa phase inationnaire, peut être ausalement aeté dans le
futur par de l'information inonnue provenant de l'extérieur de l'horizon de Cauhy initial
du passé, pare que la taille de l'horizon du bulk a augmenté durant la déélération de
l'expansion de la brane.
H(−)
M dS FRW
z = 0              z = infinite z = 0              z = infinite z = 0              z = infinite
Fig. 4.5 Diagrammes de Carter-Penrose pour diérentes osmologies branaires plon-
gées dans AdS. La ligne en gras indique la trajetoire de la brane de genre temps. La diretion
horizontale représente la dimension supplémentaire. L'horizon de Cauhy passé est noté H(−). De
la gauhe vers la droite : brane Minkowski, brane de Sitter, brane Friedmann-Robertson-Walker.
Le diagramme le plus à droite dérit un Univers dont l'expansion est initialement inationnaire
puis ralentit.
Le mouvement arbitraire et ompliqué de la brane dans le bulk brise la symétrie de
translation dans le temps du bulk, de telle sorte que les omposantes de la métrique dans
l'équation (4.39) exhibent une forme non-séparable. Il s'ensuit que les équations de Muko-
hyama régissant la propagation des perturbations et présentées au hapitre 3 sont également
non-séparables. L'évolution des perturbations du bulk dans la métrique de fond (4.39) n'est
don pas maniable par des méthodes analytiques sans une ertaine forme d'approximation.
Par onséquent nous allons modier la métrique en ne retenant que ses propriétés les plus
importantes et supposer que la solution du bulk est quasi-séparable. Du point de vue d'un
observateur sur la brane, la plupart de l'ation a lieu dans un volume de quelques longueurs
de ourbure de AdS (ou longueur de ourbure apparente), où virtuellement tout le quadri-
volume est onentré. Les modes du bulk liés à la brane ont presque tout leur support
loalisé là, don une approximation médiore de la métrique loin de la brane risque seule-
ment de fournir une approximation pauvre de la queue de la fontion d'onde des états liés,
mais la queue représente une probabilité quasiment nulle. Nous pouvons aussi espérer que
haque quanta qui s'éhappe de la brane, à ause d'eets non-adiabatiques de l'expansion
osmologique, ne revient pas à ause de réetions ou dirations dans le bulk ourbe
2
.
2
En fait nous allons voir omment approximer l'inhomogénéité du bulk AdS et omettre ainsi les eets
non-loaux dûs aux réetions an de se onentrer sur la dissipation à la setion 4.5.1, où on introduira
l'approximation par un potentiel-plateau valable à haute énergie Hℓ≫ 1.
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Par onséquent un observateur sur la brane sera peu sensible à la façon dont es quanta
s'éhappent, qui va dépendre de la forme de la métrique loin de la brane. De plus, dans
l'approximation WKB, la plupart des quanta deviennent lassiques à une distane ourte
de la brane. Pour toutes es raisons nous pouvons approher la géométrie de fond (4.39)
par sa géométrie prohe de la brane (ξ ≪ ℓ), à l'aide de l'élément de longueur suivant
ds2 ≈ dξ2 − e−2α1(τ) |ξ|ℓ dτ 2 + e−2α2(τ) |ξ|ℓ a2(τ)dx23, (4.40)
où on a Z2-symétrisé en ξ et où les fateurs de gauhissement (warp fators) dépendant
du temps et le fateur d'éhelle sont respetivement donnés par
α1(τ) =
√
1 + ℓ2H2 +
ℓ2H˙√
1 + ℓ2H2
,
α2(τ) =
√
1 + ℓ2H2,
a(τ) = e
R
H(τ)dτ . (4.41)
Dans ette approximation (4.40) les singularités de oordonnées se trouvent rejetées à
l'inni.
4.5 Perturbations tensorielles dans le bulk approximé
Nous étudions le as le plus simple des perturbations tensorielles, dérivant les ondes
gravitationnelles, qui évoluent indépendamment du ontenu de matière sur la brane. Nous
utilisons la géométrie de fond approhée (4.40), qui est able près de la brane. Chaque
polarisation des perturbations tensorielles est dérite par un hamp salaire anonique sans
masse, minimalement ouplé à la gravité Ψ, omme on l'a déjà disuté à la setion 3.2.1
du hapitre 3. Nous prenons la transformée de Fourier dans les trois diretions spatiales
transverses et évoluons séparément haque mode de Fourier. Comme nous allons le voir
dans la setion qui suit, même dans la géométrie approhée (4.40), les équations du mou-
vement ne sont toujours pas séparables. On peut réaliser la séparation des équations en
approximant l'inhomogénéité du bulk AdS, mais on se onentre en même temps seulement
sur les proessus de dissipation en rejetant les proessus non-loaux dus à la diration des
gravitons dans le bulk.
4.5.1 Le potentiel-plateau
L'équation de Klein-Gordon du mouvement du hamp salaire sans masse Ψ, donnée
en (3.17), est dans la métrique de fond approhée (4.40)[
−∂2τ −
(
3
a˙
a
+
(
α˙1
ℓ
− 3 α˙2
ℓ
)
|ξ|
)
∂τ + e
−2α1
|ξ|
ℓ
(
∂2ξ − sgn(ξ)
(
α1
ℓ
+
3α2
ℓ
)
∂ξ
)
−p
2
a2
e−2|ξ|(
α1
ℓ
−
α2
ℓ )
]
Ψ = 0, (4.42)
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où p est le moment dans les trois dimensions transverses. À partir de ette équation,
valide dans l'intervalle −∞ < ξ < +∞, on peut extraire la ondition de bord de Neumann
homogène (3.18) en ξ = 0 pour les modes pairs (i.e. Z2-symétriques). En hangeant d'éhelle
le hamp physique selon
Φ(τ, ξ) = e−(α1(τ)+3α2(τ))
|ξ|
2ℓ a(τ)
3
2Ψ(τ, ξ), (4.43)
l'équation du mouvement devient[
−∂2τ +O (|ξ|)∂τ +
(
9
4
H2 +
3
2
H˙ − p
2
a2(τ)
e−2|ξ|(
α1
ℓ
−
α2
ℓ ) +O (|ξ|, |ξ|2))
+e−2α1
|ξ|
ℓ
(
∂2ξ + δ(ξ)
(
α1
ℓ
+
3α2
ℓ
)
− 1
4
(
α1
ℓ
+
3α2
ℓ
)2)]
Φ = 0. (4.44)
L'équation du mouvement n'est pas enore séparable. Cependant, omme l'état lié est loa-
lisé près de la brane, une approximation adéquate pour l'évolution de l'état lié du graviton
peut être obtenue en retenant seulement le omportement dominant autour de ξ = 0 des
oeients dépendant de ξ, e qui simplie l'équation. Sans doute 'est une approximation
grossière pour les bouts de la fontion d'onde de l'état lié mais nous soutenons que les bouts
ontribuent de façon négligeable. Par onséquent on pose
e−2α1
|ξ|
ℓ ≈ 1, e−2|ξ|(α1ℓ −α2ℓ ) ≈ 1, O (|ξ|) ,O (|ξ|2) ≈ 0, (4.45)
réduisant l'équation (4.44) à une équation de type Shrödinger
− ∂2ξΦ + V (ξ, τ)Φ = −∂2τΦ +
[
9
4
H2 +
3
2
H˙ − p
2
a2(τ)
]
Φ (4.46)
ave le potentiel-plateau eetif
V (ξ, τ) = −V0(τ)δ(ξ) + V0(τ)
2
4
(4.47)
où
V0(τ) =
1
ℓ
(
4
√
1 + ℓ2H2 +
ℓ2H˙√
1 + ℓ2H2
)
. (4.48)
La ondition de bord pour le hamp renormalisé Φ est insrite dans dans la fontion δ du
potentiel et peut être obtenue en intégrant l'équation Z2-symétrique (4.46). De manière
équivalente on aurait pu imposer la ondition de bord séparément[
∂ξ +
V0(τ)
2
]
Φ|ξ=0+ = 0 (4.49)
en ξ = 0 et restreindre le domaine de (4.46) à ξ > 0, supprimant ainsi la fontion δ. Sous
ette approximation, le ratère du potentiel-volan habituel [9, 16℄ est dèlement onservé
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~ l
~ H 2
−2
de Sitter brane
H l >> 1
~ H 2
Fig. 4.6  Approximation du potentiel-volan par le potentiel-plateau à haute énergie
Hℓ≫ 1.
mais le paysage autour du sommet reste à élevation onstante, tel qu'indiqué à la gure
Fig. 4.6 à droite.
Lorsque la brane possède une géométrie de Sitter pur, les équations d'Einstein linéarisées
dans AdS pour les perturbations tensorielles peuvent être réduite à une équation de type
Shrödinger pour un hamp salaire dans des oordonnées du bulk onformes et une fois
que le hamp a été hangé d'éhelle. L'expression exate du potentiel eetif a été alulée
en [16℄ et a été donnée à la setion 2.2.1. Le potentiel a dans e as la forme habituelle
d'un volan ave une barrière de potentiel déroissante résultant de la ourbure du bulk
AdS (Fig. 4.6 à gauhe). La hauteur de la barrière de potentiel est O(ℓ−2) et le gap (éart)
d'énergie entre le mode zéro et le ontinuum est O(H2). Don l'approximation du potentiel-
plateau que nous avons utilisée préédemment onsiste à négliger l'inhomogénéité du bulk
AdS et par onséquent la diration des gravitons par le bulk ourbe. Cette approximation
est légitime dans le régime osmologique où le rayon de ourbure du bulk est beauoup
plus grand que l'horizon de Hubble, Hℓ ≫ 1, 'est-à-dire à haute énergie (ou tt dans
l'histoire de l'Univers). C'est pare que dans e régime, l'intervalle d'énergie de la barrière
de potentiel est de l'ordre ℓ−2, e qui est beauoup plus faible que l'éhelle d'énergie de
Hubble H2 aratérisant le gap. Dans e régime le potentiel-volan ressemble au potentiel-
plateau (Fig. 4.6), e qui légitime l'approximation. Dans le régime opposé où le rayon de
ourbure de la dimension supplémentaire est beauoup plus petit que l'horizon de Hubble,
Hℓ ≤ 1, notre approximation éhoue pare que l'intervalle d'énergie de l'inhomogénéité du
bulk est maintenant non-négligeable. Don dans e régime le potentiel-plateau donnerait
seulement des bornes supérieures et inférieures grossières au vrai potentiel-volan.
4.5.2 Dissipation de l'état lié du graviton pour une brane ina-
tionnaire à haute énergie
Nous onstatons que la forme du potentiel-plateau (4.47) implique, pour le spetre 5D
de gravitons, la présene d'un unique état lié à la brane, le mode zéro du graviton, et
d'un ontinuum de modes libres de diusion dont les valeurs propres de masse démarrent
au-dessus du plateau. Nous développons la fontion d'onde sur la base des modes normaux
Φ(τ, ξ) = cb(τ)φb(ξ; τ) +
∫ +∞
0
dkck(τ)φk(ξ; τ) (4.50)
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où le b indexe le mode lié et les k indexent les modes du ontinuum. Les fontions propres
des modes φn(ξ; τ) (n = b, k) sont dépendantes du temps et satisfont(
−∂2ξ − V0(τ)δ(ξ) +
V0(τ)
2
4
)
φn(ξ; τ) = m
2
n(τ)φn(ξ; τ). (4.51)
Le spetre Z2-symétrique de l'équation (4.51) onsiste eetivement en un unique état lié
ave m2b(τ) = 0 :
φb(ξ; τ) = Nb(τ)e
−
V0(τ)
2
|ξ|, Nb(τ) =
√
V0(τ)/2 (4.52)
et en un ontinuum d'états libres k du bulk ave m2k(τ) = k
2 + V 20 (τ)/4 :
φk(ξ; τ) = Nk(τ)
[
cos (kξ)− V0(τ)
2k
sin (k|ξ|)
]
, Nk(τ) =
k
√
π
√
k2 +
V 20 (τ)
4
. (4.53)
Un gap d'énergie de V0(τ)
2/4 sépare l'état lié du ontinuum.
Nous onsidérons l'Univers pendant l'époque de l'Ination, lorsque la géométrie de la
brane est quasi-de Sitter et l'expansion adiabatique, dans le sens où H˙ ≪ H2. Dans e
régime l'interation brane-bulk peut être alulée de façon perturbative dans les ouplages
faibles. Dans le as des perturbations tensorielles, le seul degré de liberté sur la brane est
l'état lié disret du graviton (mode zéro). Nous pouvons aluler le taux de dissipation
de l'état lié du graviton dû au mouvement inationnaire de la brane dans le bulk. Dans
l'approximation adiabatique on a que
V0(τ) ≈ 4
√
1 + ℓ2H2(τ)/ℓ, V˙0 ≈ 4H˙ Hℓ√
1 + (Hℓ)2
. (4.54)
On obtient l'équation d'évolution des oeients cn(τ) (n = b, k) dépendant du temps du
développement en modes dans le bulk approximé dérit en (4.40) :
c¨n +
[
p2
a2(τ)
− 9
4
H2 +m2n(τ)
]
cn ≈ −2V˙0
〈
φn
∣∣∣∣∣∂φn∂V0
〉
c˙n −
∑
m6=n
2V˙0
〈
φn
∣∣∣∣∣∂φm∂V0
〉
c˙m
+ (termes d'ordre supérieur) , (4.55)
où les termes d'ordre supérieur inluent deux dérivées temporelles du potentiel (e.g. H¨, H˙2).
Les termes 〈φn|∂φn/∂V0〉 s'annulent puisque les modes propres sont réels. Les termes
〈φk|∂φk′/∂V0〉 onnetant deux états du ontinuum sont également nuls à ause de l'or-
thogonalité
3
. Les seuls éléments matriiels non nuls sont eux qui onnetent le mode lié à
un mode du ontinuum,〈
φk
∣∣∣∣∣∂φb∂V0
〉
= 2N∗kNb
∫ +∞
0
dξ
[
cos (kξ)− V0(τ)
2k
sin (kξ)
](
−ξ
2
)
e−
V0(τ)
2
ξ =
N∗k (τ)Nb(τ)
k2 +
V 20 (τ)
4
. (4.56)
3
L'orthogonalité est le résultat ii de la forme simpliée du potentiel-plateau.
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L'équation (4.55) se réduit don à
c¨k + Ω
2
k(τ)ck ≈ −γk(τ)c˙b(τ) +O
(
V˙0
2
, V¨0
)
, (4.57)
c¨b + Ω
2
b(τ)cb ≈
∫
dkγk(τ)c˙k(τ) +O
(
V˙0
2
, V¨0
)
, (4.58)
ouplant ainsi l'état lié cb aux états ck du ontinuum ave k > 0. Dans l'approximation
adiabatique le fateur de ouplage au premier ordre γk(τ) et les fréquenes Ωb, Ωk sont
γk(τ) = V˙0(τ)
√
2V0(τ)
π
k(
k2 +
V 20 (τ)
4
)3/2 ,
Ω2b(τ) ≈
p2
a2(τ)
− 9
4
H2(τ),
Ω2k(τ) ≈
p2
a2(τ)
− 9
4
H2(τ) + k2 +
V 20 (τ)
4
. (4.59)
Le ouplage dépendant du temps dans (4.57) génère des transitions entre le mode lié et
le ontinuum, pare que les modes nus à l'ordre zéro agissent omme une soure pour
les modes au prohain ordre. Dès que l'aélération de la brane hange dans le bulk, à
travers la dérivée du fateur de Hubble H˙(τ) (ou de manière équivalente V˙0(τ)), le mode
in agit omme une soure à travers le fateur de ouplage et génère diérents modes au
premier ordre. Par onséquent des transitions du mode lié vers le ontinuum se produisent
au premier ordre dans les ouplages, et les modes ontinus du premier ordre agissent ensuite
eux-même omme une soure pour le mode lié, omme un eet de rétroation au deuxième
ordre. Le mode lié à la brane et les modes ontinus du bulk sont reliés selon
ck(τ) =
∫ τ
−∞
dτ ′Gkbulk(τ, τ
′) (−γk(τ ′)) c˙b(τ ′),
cb(τ) =
∫ τ
−∞
dτ ′Gbrane(τ, τ
′)
∫
dkγk(τ
′)c˙k(τ
′), (4.60)
où Gkbulk(τ, τ
′) et Gbrane(τ, τ
′) sont les fontion de Green retardées nues satisfaisant(
∂2τ + Ω
2
k(τ)
)
Gkbulk (τ, τ
′) = δ (τ − τ ′) ,(
∂2τ + Ω
2
b(τ)
)
Gbrane (τ, τ
′) = δ (τ − τ ′) . (4.61)
Nous pouvons exprimer la fontion de Green retardée du mode k du bulk dans l'approxi-
mation WKB
Gkbulk(τ, τ
′) ≈ θ(τ − τ ′)sin
(∫ τ
τ ′
Ωk(τ)dτ
)
√
Ωk(τ)Ωk(τ ′)
. (4.62)
Cette approximation WKB est raisonnable pare que les modes propres du bulk osillent
tout le temps. Il n'y a pas de point de rebroussement puisque Ω2k ≈ p2/a2 − 9H2/4 + k2 +
V 20 /4 > 0 est toujours vérié. La ondition Ω˙k ≪ Ω2k est satisfaite à la fois pour des modes
subhorizon, p ≫ aH , et des modes superhorizon, p ≪ aH . Le propagateur eetif sur la
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brane, ave l'interation ave les modes du bulk prise en ompte, est obtenue en resommant
la série perturbative géométrique à tous les ordres :
Gˆbrane = Gbrane +Gbrane
[∫
dkγkDτG
k
bulk (−γk)Dτ
]
Gbrane
+ Gbrane
[∫
dkγkDτG
k
bulk (−γk)Dτ
]
Gbrane
[∫
dkγkDτG
k
bulk (−γk)Dτ
]
Gbrane + ...
=
1
G−1brane +
∫
dkγkDτGkbulkγkDτ
. (4.63)
L'interation quadridimensionnelle entre les modes de la brane, dûe à l'expansion de l'Uni-
vers, est ontenue dans G−1brane, alors que l'interation entre le mode lié et les modes du
ontinuum est ontenue dans le noyau du bulk :
K(τ, τ ′) =
∫
dkγk(τ)∂τG
k
bulk(τ, τ
′)γk(τ
′),
= θ(τ − τ ′)
∫
dkγk(τ)
√
Ωk(τ)
Ωk(τ ′)
cos
(∫ τ
τ ′
Ωk(τ)dτ
)
γk(τ
′), (4.64)
de telle sorte que l'évolution du mode lié à la brane est gouverné par l'équation intégro-
diérentielle :
Gˆ−1brane ◦ cb
= ∂2τ cb(τ) + Ω
2
b(τ)cb(τ) +
∫ τ
−∞
dτ ′K(τ, τ ′)∂τ ′cb(τ
′) = 0, (4.65)
où le noyau d'interation ave le bulk K(τ, τ ′) "habille" le hamp nu de l'état lié. La dis-
sipation éventuelle de l'état lié apparait don ii omme non-loale (ave mémoire) à un
observateur sur la brane. Ce aratère dissipatif se manifeste de façon non-loale pare que
l'état lié n'est pas un degré de liberté purement loal sur la brane mais loalisé près de la
brane, ave une extension typique dans le bulk donnée par ℓatt = (V0/2)
−1
. L'existene de
l'état lié dépend intrinsèquement de la ourbure du bulk ℓ−1. Cette ondition est inom-
patible ave une interation loale ave le bulk. Dans la limite de haute énergie Hℓ ≫ 1
(où le potentiel-plateau est une approximation able), on a V0 ≈ 4H , V˙0 = 4H˙. Le noyau
d'interation ave le bulk (4.64) se simplie dans la limite Hℓ≫ 1 omme
K(s ≡ τ − τ ′) Hℓ≫1,p≪aH≈ θ(s)H˙2
∫ ∞
0
dk
128k2H
π (k2 + 4H2)3
cos
(√
k2 +
7
4
H2 s
)
(4.66)
aux éhelles superhorizon, et omme
K(τ, τ ′)
Hℓ≫1,p≫aH≈ θ(τ − τ ′)H˙2
∫ ∞
0
dk
128k2H
π (k2 + 4H2)3
(
k2 + p
2
a(τ)2
k2 + p
2
a(τ ′)2
)1/4
cos
(∫ τ
τ ′
√
k2 +
p2
a(τ¯)2
dτ¯
)
≈ O(1)H2
(
H˙
H2
)2
e−
H
2
(τ−τ ′) cos
( p
H
(
e−Hτ − e−Hτ ′
))
θ(τ − τ ′) (4.67)
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Fig. 4.7  Évolution du noyau d'interation ave le bulk, K(s), en fontion du temps
s, aux éhelles superhorizon p << aH et dans la limite Hℓ≫ 1. Sur la gure H = 1.
aux éhelles subhorizon, où dans e dernier as l'intégrale sur k est supprimée pour k ≫ H .
Nous avons utilisé le fait que H , H˙ sont quasiment onstant au ours du temps dans
l'approximation adiabatique. Le noyau superhorizon (4.66) est traé sur la gure Fig. 4.7.
Nous observons que le noyau est non-loal, variant typiquement sur un éhelle de temps
de Hubble H−1. L'interation ave le bulk ontient don une mémoire (ou un délai en
temps). Par onséquent une approximation loale du noyau ne serait possible que si le
mode lié variait ave une éhelle de temps aratéristique plus grande que le temps de
Hubble.
Au ours de l'Ination, le rayon de Hubble de l'Univers reste quasiment onstant dans
le temps, alors que la longueur d'onde physique d'un mode augmente de façon exponentielle
à ause de l'expansion. Au début de l'Ination un mode de nombre d'onde donné est initia-
lement subhorizon de sorte que p≫ a(τ)H . Au fur et à mesure de l'expansion de l'Univers,
e mode traverse l'horizon pour devenir superhorizon. Alors que les modes osillent aux
éhelles subhorizon, ils deviennent "gelés" après le roisement de l'horizon de Hubble. Un
observateur est sensible seulement aux modes superhorizon sur la brane qui sont les modes
aessibles aux observations osmologiques aujourd'hui et qui onstituent les "onditions
initiales" de l'Univers à la n de l'Ination. Pour es raisons nous nous onentrerons sur les
modes aux éhelles superhorizon (ou, de façon équivalente, aux asymptotes à grand temps
des modes)
p≪ a(τ)H. (4.68)
L'évolution des modes de la brane aux éhelles superhorizon, prenant en ompte l'inter-
ation ave le bulk à travers le noyau integral K(τ, τ ′), est non-loale. Par onséquent
l'évolution (et la dissipation éventuelle) des modes superhorizon sur la brane dépend en
fait de leur évolution passée aux éhelles subhorizon, à travers l'interation du bulk ave
les modes aux éhelles subhorizon. Aux éhelles superhorizon, la fréquene nue du mode lié
est imaginaire
Ω2b(τ) = −
9
4
H2(τ). (4.69)
Le oeient du mode lié, nu, c
(0)
b (τ), exluant l'interation ave le bulk, est la superposition
4.5. PERTURBATIONS TENSORIELLES DANS LE BULK APPROXIMÉ79
d'un mode roissant et d'un mode déroissant
c
(0)
b (τ) = A+e
+ 3
2
R
H(τ)dτ + A−e
− 3
2
R
H(τ)dτ ,
≈ A+e+ 32Hτ + A−e− 32Hτ , (4.70)
aux éhelles superhorizon, dans l'approximationWKB. Puisque nous avions hangé d'éhelle
le hamp physique en (4.43) par le fateur a3/2(τ), le vrai mode lié est en fait la superposi-
tion d'un mode onstant et d'un mode déroissant. Les solutions nues (4.70) orrespondent
également aux asymptotes superhorizon de la solution quadridimensionnelle donnée par la
fontion de Hankel dans la limite d'une géométrie purement de Sitter à quatre dimensions :
H
(1),(2)
3/2
(
−pη ≡ p
a(τ)H
)
p/aH≪1−→ ∼ A+a3/2(τ) + A−a−3/2(τ),
p/aH≫1−→ ∼ e±i pa(τ)H (4.71)
où η est le temps propre onforme et a(τ) = eHτ . Le mode déroissant n'est pas observable
et a peu d'intérêt osmologique pour la formation des strutures à grande éhelle dans
l'Univers. Dans la suite nous onsidérons seulement la solution dominante omposée du
mode roissant.
Nous pouvons maintenant reherher le mode roissant superhorizon de l'état lié "ha-
billé", 'est-à-dire tenant ompte de l'interation ave le bulk, en utilisant l'Ansatz super-
horizon :
cb(τ) = exp[+γτ ], (4.72)
où
γ =
3
2
H +∆γ, ∆γ ≪ H. (4.73)
Comme le noyau d'interation ave le bulk est non-loal, nous devrions prendre des pré-
autions en insérant et Ansatz superhorizon dans le noyau integral de l'équation (4.65).
L'intégration omplète et rigoureuse devrait bien-entendu prendre en ompte la ontribu-
tion du régime subhorizon, où le mode lié a une forme diérente de l'Ansatz superhorizon
(4.72). Cependant, nous onjeturons que, lorsqu'on observe la solution "habillée" aux
éhelles superhorizon aujourd'hui, les eets intégrés des modes subhorizon dans leur in-
teration ave le bulk sont sous-dominant en omparaison de la ontribution des modes
superhorizon. C'est pare que l'amplitude des modes subhorizon est supprimée par rap-
port à l'amplitude des modes superhorizon. On peut également remarquer en (4.67) que
le noyau integral aux éhelles subhorizon est diminué par le fateur exp
[− ∫ H(τ)/2 dτ]
par rapport à sa limite superhorizon. Utiliser l'Ansatz (4.72) à tout temps pour résoudre
l'équation intégro-dierentielle (4.65) pour l'état lié est en fait équivalent à lisser les osil-
lations subhorizon de faible amplitude dans la solution exate du mode lié. Pour es raisons
nous onsidérons l'Ansatz superhorizon (4.72) susant pour résoudre l'équation intégro-
dierentielle (4.65) et aluler l'ordre de magnitude du taux de dissipation de l'état lié aux
éhelles superhorizon.
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Nous proédons don maintenant au alul du fateur d'atténuation du mode lié rois-
sant dans le régime de haute énergie Hℓ ≫ 1. Dans e régime le rayon de ourbure de la
dimension supplémentaire est beauoup plus grand que le rayon de Hubble de sorte que
taux de dissipation de l'état lié dans la dimension supplémentaire doit atteindre sa valeur
maximale. Comme nous l'avons disuté au paragraphe 4.5.1, le potentiel-plateau est une
approximation able dans e régime pour appréhender le omportement et la magnitude
de l'interation brane-bulk. La hauteur du potentiel-plateau vaut alors V 20 (τ)/4 ≈ 4H2(τ)
et le oeient du mode lié "habillé" évolue aux éhelles superhorizon selon l'équation
c¨b(τ)− 9
4
H2(τ)cb(τ) +
∫ +∞
0
dsK(s)c˙b(τ − s) = 0, (4.74)
où K(s) est le noyau d'interation ave le bulk pris dans la limite superhorizon, éqn. (4.66).
L'insertion de l'Ansatz (4.72) dans (4.74) onduit à l'équation algébrique
γ2 − 9
4
H2 = −128
π
H˙2H
∫ ∞
0
dk
k2γ2
(k2 + 4H2)3
(
k2 + 7
4
H2 + γ2
) , (4.75)
qui, à l'ordre linéaire en ∆γ, devient
3H∆γ ≈ −128
π
H˙2H
[
9
4
H2
∫ ∞
0
dk
k2
(k2 + 4H2)4
]
(4.76)
de telle sorte que
∆γ ≈ − 3
25
H
(
H˙
H2
)2
. (4.77)
Le signe moins trouvé dans ∆γ signie une atténuation du mode roissant dans la
dimension supplémentaire. Le potentiel-plateau possède l'avantage d'éliminer les proessus
de diration (ou réetion) dans le bulk ourbe en approximant l'inhomogénéité du bulk,
ne préservant ainsi que les proessus de dissipation due à la dimension supplémentaire.
Même si l'état lié ne se dissipait pas dans le régime subhorizon et subissait seulement un
déalage de fréquene, on observe que l'état lié subit de la dissipation lassiquement dans
le régime superhorizon selon
cb(τ) = e
−
R
Γ(τ)dτ c
(0)
b (τ) (4.78)
où c
(0)
b (τ) est le mode roissant nu. Le taux de dissipation Γ(τ) ≡ −∆γ de l'état lié dans
le régime superhorizon est don donné par
Γ(τ) = O(1)
(
H˙
H2
)2
H. (4.79)
Les gravitons émis dans la dimension supplémentaire sont osillant à tout temps puisque
leur fréquene reste au dessus du plateau du potentiel. Terminons ette setion en ré-
exprimant le fateur d'atténuation en fontion du paramètre de slow-roll de l'Ination
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ǫH = −H˙/H2, aratérisant l'adiabatiité de l'expansion de l'Univers, et du nombre d'e-
folds N :
e−
R
Γ(τ)dτ = e−O(1)ǫ
2
HN . (4.80)
L'état lié du graviton (mode zéro des perturbations tensorielles) se dissipe de façon
non-loale et quadratiquement dans le paramètre de slow-roll. La dissipation de l'état lié
est don sous-dominante par rapport à la dissipation de l'Inaton (perturbation salaire,
setion 4.3).
4.6 Perturbations salaires dans le bulk approximé : uide
parfait adiabatique aux éhelles subhorizon
Dans ette setion nous explorons l'évolution des perturbations salaires de métrique,
dans la géométrie de fond approhée (4.40), ouplant ette fois aux perturbations adia-
batiques d'un uide parfait sur la brane dans le régime subhorizon. Dans la géométrie de
fond approhée (4.40), able près de la brane, l'équation du mouvement (3.25) du hamp
"maitre" de Mukohyama dans l'intervalle 0 < ξ < +∞ s'érit :[
−∂2τ +
(
3
a˙
a
−
(
α˙1
ℓ
+ 3
α˙2
ℓ
)
ξ
)
∂τ + e
−2α1
ξ
ℓ
(
∂2ξ −
(
α1
ℓ
− 3α2
ℓ
)
∂ξ
)
−p
2
a2
e−2ξ(
α1
ℓ
−
α2
ℓ ) +
e−2α1
ξ
ℓ
ℓ2
]
Ω = 0, (4.81)
où p est le tri-moment transverse. De façon similaire au as tensoriel de la setion 4.5
préédente, nous réduisons l'équation du mouvement (4.81), en faisant le hangement de
variable
e−(
α1−3α2
ℓ )
ξ
2a(τ)−3/2Ω → Ω. (4.82)
L'équation dans le nouveau hamp s'érit :[
−∂2τ +O (ξ) ∂τ +
(
9
4
H2 − 3
2
H˙ − p
2
a2(τ)
e−2ξ(
α1
ℓ
−
α2
ℓ ) +
e−2α1
ξ
ℓ
ℓ2
+O (ξ, ξ2)
)
+e−2α1
ξ
ℓ
(
∂2ξ −
1
4
(
α1
ℓ
− 3α2
ℓ
)2)]
Ω = 0. (4.83)
Elle ontient des termes dépendant de ξ représentant l'inhomogeneité du bulk AdS. L'équa-
tion du mouvement n'est malgré tout pas enore séparable. Cependant, omme à la setion
4.5.1 pour le as tensoriel, lorsque nous avons introduit le potentiel-plateau, nous simpli-
ons de nouveau la dépendane en ξ en gardant seulement le omportement dominant des
oeients en ξ autour de ξ = 0. On pose
e−2α1
ξ
ℓ ≈ 1, e−2ξ(α1ℓ −α2ℓ ) ≈ 1, O (ξ) ,O (ξ2) ≈ 0, (4.84)
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réduisant l'équation (4.83) à[
∂2τ − ∂2ξ + ω¯2(τ) + λ2(τ)
]
Ω = 0 (4.85)
où
λ(τ) =
α1 − α2
2ℓ
=
ℓH˙
2
√
1 + ℓ2H2
≤ 0,
ω¯2(τ) =
p2
a2
− 5
4
H2 +
1
2
H˙. (4.86)
La ourbure du bulk ℓ est ontenue dans λ(τ) et la ourbure intrinsèque de la brane H est
ontenue dans ω¯. Soulignons le "mauvais" signe du potentiel λ(τ) pour les perturbations
salaires puisque H˙(τ) < 0. En fait la brane va agir dans e as omme un potentiel (+δ)
répulsif pour les perturbations salaires de métrique dans un adre Z2-symétrique, de telle
sorte qu'il ne peut exister d'état lié gravitationnel salaire près de la brane, au moins tant
qu'il n'y a pas de ouplage ave la matière sur la brane (voir équation de bord (4.88)).
Le as d'un uide parfait sur la brane (d'équation d'état PM = wρM) entraîne quelques
diultés dans le alul de l'évolution des perturbations pare que l'expansion de la brane
n'est plus adiabatique. H˙/H2 n'est pas petit exepté lorsque le uide est sous-dominant
par rapport à la tension de la brane σ (onstante osmologique). Dans ette setion nous
explorons la dissipation éventuelle des perturbations du uide dans le régime subhorizon
pare que, dans e régime, l'approximation adiabatique de l'expansion est valide. En eet
aux éhelles subhorizon la geometrie de la brane apparait quasiment Minkowskienne.
Les onditions de bord (3.26), reliant le hamp "maitre" des perturbations de métrique
aux perturbations du uide sur la brane, deviennent dans la géométrie de fond approximée
(4.40) valide près de la brane :
κ2aδρ = −3H
(
Ω˙′ +
α1
ℓ
Ω˙
)
− p
2
a2
(
Ω′ +
α2
ℓ
Ω
)∣∣∣
ξ=0
,
κ2aδq = −Ω˙′ − α1
ℓ
Ω˙
∣∣∣
ξ=0
,
κ2aδP =
(
Ω¨′ +
α2
ℓ
Ω¨
)
+ 2H
(
Ω˙′ +
α1
ℓ
Ω˙
)
+
(
α˙1
ℓ
+ 2
α˙2
ℓ
)
Ω˙
+
α˙2
ℓH
(
1
ℓ2
− 2
3
p2
a2
)
Ω− α˙2
ℓH
(α1
ℓ
− 2α2
ℓ
)
Ω′
∣∣∣
ξ=0
. (4.87)
Il est possible de simplier les onditions de bord (4.87) pour les perturbations salaires
de métrique en exprimant elles-i en fontion de la perturbation de matière indépendante
de jauge (ρ− σ)∆ = δρ− 3Hδq (ontraste de densité). On obtient alors les onditions de
bord suivantes : (
Ω′ +
α2(τ)
ℓ
Ω
)∣∣∣
ξ=0
= −κ2 (ρ− σ) a
3
p2
∆(τ) (4.88)
qui, en fontion du hamp "maitre" renormalisé (4.82), onduisent aux onditions de bord
(∂ξ + λ(τ)) Ω|ξ=0 = −κ2 (ρ− σ) a
3/2
p2
∆(τ), (4.89)
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où λ a été donné en (4.86).
L'équation du mouvement pour les perturbations de matière sur la brane peut également
être obtenue à partir des onditions de bord (4.87) en imposant une équation d'état sur les
perturbations de matière. Nous onsidérons des perturbations adiabatiques de matière (i.e
sans entropie)
δP = c2sδρ, (4.90)
où c2s = P˙ /ρ˙ est la vitesse du son du uide. On obtient l'équation du mouvement pour le
ontraste de densité ∆, similaire à l'équation obtenue dans [46℄,
∆¨+
(
8 + 3c2s − 6ǫ
)
H∆˙ +
[
p2c2s
a2
+
(
10 + 6c2s − 14ǫ+ 3ǫ2
) κ2ρM
2ℓ
+
(
5 + 3c2s − 9ǫ
) κ4ρ2M
12
]
∆
= ǫ
p4
3a5
a3/2Ω|ξ=0, (4.91)
où, selon la dynamique des Univers branaires [20℄,[29℄, présentée à la setion 2.2.2,
H2 =
κ2
3ℓ
ρM
(
1 +
κ2ℓ
12
ρM
)
= − 1
ℓ2
+
κ4
36
ρ2,
ρ˙ = −3H(P + ρ) = −3H(1 + w)ρM ,
ǫ = 1 + w, ρM = ρ− σ, PM = P + σ. (4.92)
L'équation d'état du uide parfait sur la brane est PM = wρM . Nous pouvons aussi hanger
d'éhelle le degré de liberté sur la brane omme e(1/2)
R
(8+3c2s−6ǫ)Hdτ∆ → ∆ pour obtenir
une équation d'osillateur. Finalement les équations ouplant les perturbations salaires de
la brane aux perturbations salaires du bulk peuvent se résumer sous la forme générique
Ω¨− Ω′′ + ω¯2(τ)Ω + λ2(τ)Ω = 0,
Ω′|ξ=0 + λ(τ)Ω|ξ=0 = −γ1(τ)∆,
∆¨ + ω20(τ)∆ = γ2(τ)Ω|ξ=0, (4.93)
où λ et ω¯ ont été donné en (4.86) et
ω20(τ) =
p2c2s
a2
+
(
10 + 6c2s − 14ǫ+ 3ǫ2
) κ2ρM
2ℓ
+
(
5 + 3c2s − 9ǫ
) κ4ρ2M
12
−1
4
(
8 + 3c2s − 6ǫ
)2
H2 − 1
2
(
8 + 3c2s − 6ǫ
)
H˙ + 9H2ǫ(ǫ− c2s − 1),
γ1(τ) = κ
2ρMa
3/2
p2
e−(1/2)
R
(8+3c2s−6ǫ)Hdτ ,
γ2(τ) = ǫ
p4
3a5
a3/2e+(1/2)
R
(8+3c2s−6ǫ)Hdτ . (4.94)
L'observation immédiate, en référene à la setion 4.2, est l'absene de ouplages dérivatifs
en temps pour le système brane-bulk dans (4.93). Par onséquent la dissipation éventuelle
du uide sur la brane vers le bulk ne peut être que non-loale malgré que le uide parfait
soit loal (i.e. vraiment loalisé sur la brane). Dit autrement, auun terme de frition loale
de la forme Γ(τ)∂τ ne peut apparaitre dans l'équation eetive sur la brane, ela signie que
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la dissipation éventuelle du uide sur la brane ontient néessairement une mémoire ou un
délai en temps. La non-loalité de l'interation brane-bulk provient des eets de ourbure.
La physique sous-jaente peut être illustrée en utilisant le modèle méanique suivant.
Considérons une orde ouplée par son extrémité à un osillateur harmonique ave deux
ressorts, omme indiqué sur la gure Fig. 4.8. Les équations pour e modèle sont similaires
u(t,x)
ω
2
ω c
min
2
q(t)
ω 
2
0
Fig. 4.8  Modèle méanique pour les perturbations branaires salaires dans le as de
perturbations adiabatiques d'un uide parfait. La orde, représentant les gravitons du bulk, est
ouplée, par un ressort intermédiaire ω2c , à un osillateur harmonique représentant les perturbations
du uide sur la brane.
à elles obtenues pour les perturbations salaires du système brane-bulk :
u¨− u′′ + ω2min(t)u = 0,
γ(t)u′|x=0 − ω2c (t)u|x=0 = −ω2c (t)q(t),
q¨ +
(
ω20(t) + ω
2
c (t)
)
q = ω2c (t)u|x=0, (4.95)
où γ est la tension de la orde exprimée omme une fréquene, et ω20 et ω
2
c sont les onstantes
de raideur des deux ressorts exprimées omme des fréquenes au arré. Le ressort inter-
médiaire entre la masse et la orde joue le rle d'un tampon. En l'absene de e tampon,
le ouplage ave la orde introduirait un terme loal de dérivée première en temps (terme
de frition) dans l'équation eetive pour l'osillateur harmonique, indiquant alors une
dissipation loale de l'osillateur vers la orde. Ce n'est pas le as ii.
En l'absene du terme de masse (fore de rappel) sur la orde, les équations seraient
u¨(x, t)− u′′(x, t) = 0,
γu′(x = 0, t)− ωc2u(x = 0, t) = −ωc2q(t),
q¨(t) + (ω0
2 + ωc
2)q(t)− ωc2u(x = 0, t) = f(t), (4.96)
où f(t) est un terme de forçage. Pour des oeients indépendant du temps, les Ansätze
u(x, t) = u · exp[iω(x− t)], q(t) = q · exp[−iωt], et f(t) = f · exp[−iωt] entrainent
− ω2q(ω) + (ω02 + ωc2)q(ω)− ωc
4
ω2c − iγω
q(ω) = f(ω), (4.97)
4.6. PERTURBATIONS SCALAIRES DANS LE BULK APPROXIMÉ :
FLUIDE PARFAIT ADIABATIQUE AUX ÉCHELLES SUBHORIZON 85
qui équivaut à
q¨(t) + (ω0
2 + ωc
2)q(t) +
∫ ∞
0
ds K(s) q(t− s) = f(t), (4.98)
où
K(t) = −
∫ +∞
−∞
dω
(2π)
ωc
4 exp[−iωt]
ωc2 − iωγ
= −ωc
4
γ
θ(t) exp[−ωc2t/γ]
= −(ωc2λ) θ(t) exp[−λt] (4.99)
et λ = ωc
2/γ. Par onséquent, l'équation (4.98) devient
q¨(t) + (ω0
2 + ωc
2)q(t)− ωc2λ
∫ ∞
0
ds exp[−λs] q(t− s) = f(t). (4.100)
Dans le as limite où λ≫ ω0, ωc, on peut faire le développement
λ
∫ ∞
0
ds exp[−λs] q(t− s) ≈ q(t)− λ−1q˙(t), (4.101)
tel que l'équation(4.100) peut être approximée par
q¨(t) + γq˙(t) + ω0
2q(t) = f(t). (4.102)
Nous onsidérons ensuite l'équation d'onde pour la orde inluant le terme de masse
(fore de rappel), de sorte qu'il y a maintenant une fréquene minimum ωmin pour exiter
les modes de la orde (ou les modes se propageant dans le bulk). On a
u¨− u′′ + ω2minu = 0. (4.103)
Dans e as le noyau est modié pour devenir
K(t) = −
∫ +∞
−∞
dω
(2π)
ωc
4 exp[−iωt]
ωc2 − iγ
√
ω2 − ω2min
. (4.104)
Lorsque ωmin n'est pas trop grand, ωmin < λ = ω
2
c/γ, il y a un ple isolé en ω = −iΛ, où
Λ =
√
ωc4
γ2
− ω2min =
√
λ2 − ω2min, (4.105)
et une oupure sur l'axe réel s'étendant de ω = −ωmin à ω = +ωmin. Pour obtenir un
noyau ausal, on doit prendre un ontour passant au-dessus de la oupure sur l'axe réel.
Pour t > 0, où le noyau a son support, nous évaluons le ontour en le déformant tel qu'il
y ait deux ontributions K(t) = K1(t) +K2(t) (voir Fig. 4.9(a)). Le premier terme a pour
origine le ontour enerlant le ple dans le sens des aiguilles d'une montre :
K1(t) = −(ω2cλ)θ(t) exp[−Λt]
√
Λ2 + ω2min
Λ
. (4.106)
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Le seond a pour origine le ontour enerlant la oupure dans le sens des aiguilles d'une
montre, omme indiqué à la gure Fig.4.9(a) :
K2(t) = −ω2cλ
∫ +ωmin
−ωmin
dω
(2π)
exp[−iωt]
[
1√
ω2min − ω2 + λ
− 1−
√
ω2min − ω2 + λ
]
.(4.107)
C 4C 3
(c)(b)(a)
C2
C1
Fig. 4.9  Propriétés d'analytiité du noyau dans le plan omplexe. Shéma (a) : si ωmin <
λ = ω2c/γ alors il y a un ple isolé sur l'axe imaginaire négatif et une oupure [−ωmin,+ωmin] sur
l'axe réel. Shémas (b) et () : si ωmin > λ = ω
2
c/γ alors le ple se déplae vers l'axe réel, sous la
oupure, ainsi que son image mirroir qui vient du seond feuillet de Riemann. On peut déformer
la oupure en la repoussant vers l'inni négatif (shéma ()).
Quand ωmin approhe λ = ω
2
c/γ, le ple sur le demi-plan inférieur s'approhe de ω = 0.
Il y a un seond ple, image miroir du premier, ω = +iΛ. Cependant e ple réside sur
l'autre feuillet de Riemann, ahé derrière la oupure. Lorsque ωmin exède λ = ω
2
c/γ, es
deux ples entrent en ollision et diusent à angle droit en résidant sur la ligne réelle de la
oupure (ou juste en dessous après la déformation faite à la gure Fig. 4.9(b)). On peut faire
disparaître es deux ples en déformant la oupure vers le bas omme indiqué à la gure
Fig. 4.9(). La oupure a été repoussée vers l'inni négatif. Désormais le noyau intégral
peut être exprimé omme
K(t) = −ω2cλ
∫
C3
dω
(2π)
exp[−iωt]
λ− i
√
ω2 − ω2min
− ω2cλ
∫
C4
dω
(2π)
exp[−iωt]
λ− i
√
ω2 − ω2min
,(4.108)
où les ontours C3 and C4 sont indiqués à la gure Fig. 4.9(). On peut réérire ela omme
K(t) = −iω2cλ
∫ ∞
0
dy
2π
(
e−yte−iωmint
λ− i
√
y(−y − i2ωmin)
− e
−yte−iωmint
λ+ i
√
y(−y − i2ωmin)
)
−iω2cλ
∫ ∞
0
dy
2π
(
e−yte+iωmint
λ− i√y(−y + i2ωmin) −
e−yte+iωmint
λ+ i
√
y(−y + i2ωmin)
)
.(4.109)
En fait ette expression tient toujours pour ωmin < λ = ω
2
c/γ. À des temps très grands, le
noyau (4.109) se omporte asymptotiquement omme
K(t)
t→∞≈ O(1)γ√ωmin cos (ωmint)− sin (ωmint)
t3/2
. (4.110)
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Il semble peu aisé de manipuler les expressions du noyau en espae réel. C'est pourquoi
nous alulons aussi le noyau dans l'espae de Fourier pour une étude omplémentaire. Ave
le terme de forçage f(t) = f · exp[−iωt], l'équation de l'osillateur harmonique est
− ω2q(ω) + (ω02 + ωc2)q(ω)− ωc
2λ
λ− i
√
ω2 − ω2min
q(ω) = f(ω),
Gˆ−1(ω)q(ω) = f(ω). (4.111)
La moyenne dans le temps de la puissane transmise à l'osillateur (qui est une mesure de
la dissipation) est
P¯ =
1
T
∫ T
0
f(t)q˙(t)dt,
= ω (ℜ[f ]ℑ[q]− ℑ[f ]ℜ[q]) ,
= |f |2ωℑ
[
Gˆ(ω)
]
. (4.112)
Si le noyau n'a pas de partie imaginaire, le système éhange de l'énergie mais ne se dissipe
pas puisque la puissane moyenne s'annule. Pour ω < ωmin la partie imaginaire du noyau
s'annule justement. De l'expression de Gˆ(ω), on déduit la puissane dissipée moyenne
P¯ = |f |2 ω
2
cλω
√
ω2 − ω2min
λ2 (ω20 − ω2)2 + (ω2 − ω2min) (ω20 + ω2c − ω2)2
(ω2 > ω2min). (4.113)
La puissane dissipée est nulle lorsque ω2 ≤ ω2min. On peut omprendre qualitativement
omment le omportement hange quand ωmin varie. La orde peut être vue omme un ltre
passe-haut ave le seuil ωmin. Seule la radiation de plus haute fréquene peut s'éhapper
dans la orde vers l'inni, onduisant ainsi à un ux d'énergie loin de l'osillateur. À plus
basse fréquene la orde est exitée autour de l'osillateur mais de façon loalisée ave
une amplitude déroissant de manière exponentielle à distane de l'osillateur puisque le
moment k =
√
ω2 − ω2min de l'équation d'onde de la orde devient imaginaire. Dans e as
il n'y a pas de dissipation à long terme pare que la orde vibre en phase ave l'osillateur.
Bien-sûr le ouplage déale la fréquene de l'osillateur pare que la orde ajoute de l'inertie
et une fore de rappel sur l'osillateur.
Pour revenir au système brane-bulk, le seuil est donné par
ω2min = λ
2 + ω¯2 (4.114)
où λ, ω¯ ont été alulés en (4.86). Dans le as d'un ouplage faible ave le bulk (H˙ ≪ H2),
la fréquene du degré de liberté sur la brane est seulement légèrement déalée de la valeur
nue ω0 donnée à l'équation (4.94). Aux éhelles subhorizon (p≫ aH),
0 < ω20 ≈
c2sp
2
a2
+O
(
H˙
)
< ω2min ≈
p2
a2
+O
(
H˙
)
(4.115)
puisque c2s ≤ 1. Don la puissane dissipée est exatement zéro. Dans l'approximation
adiabatique, valide aux éhelles subhorizon, le uide ne peut pas se dissiper dans le bulk
pare que la fréquene naturelle des modes du bulk, à nombre d'onde égal par ailleurs, est
trop haute, empêhant les perturbations du uide d'entrer en résonane ave les gravitons
du bulk.
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4.7 Disussion
Dans e hapitre nous avons presenté nos résultats [51℄. Nous avons proposé des ap-
prohes analytiques pour estimer l'ordre de magnitude des eets dissipatifs en osmologie
branaire. Nous avons supposé que l'expansion de l'Univers était adiabatique, dans le sens
où H˙ ≪ H2. Nous avons exploré l'évolution des perturbations salaires et des pertur-
bations tensorielles. Dans le as des perturbations salaires, ave un hamp salaire en
roulement lent (Inaton) sur la brane, sans auune autre approximation nous avons obtenu
le taux de dissipation loal de l'Inaton dû à l'interation ave les gravitons du bulk :
Γ ∼ H
(
H˙/H2
) (
Hℓ/
√
1 +H2ℓ2
)
, qui est linéaire dans le fateur de slow-roll. C'est notre
prinipal résultat et il s'aorde ave les résultats numériques obtenus par Koyama & al.
dans [48℄ : dans le régime de haute énergie de l'Ination branaire (Hℓ ≫ 1), les orre-
tions à l'Ination standard dûes au ouplage ave les perturbations de métrique du bulk
sont également trouvées linéaires dans le fateur de slow-roll. De plus la dépendane en
Hℓ du taux de dissipation que nous avons trouvé orrespond exatement au prol de la
orretion slow-roll traée numériquement dans [48℄. Dans le as des perturbations sa-
laires ave un uide parfait sur la brane ainsi que dans le as des perturbations tensorielles,
nous avons fait fae à des proessus de dissipation non-loaux, ela nous a amené à sim-
plier la géométrie de fond dans es as : nous avons onsidéré que la géométrie de fond
prohe de la brane est une approximation able pour dérire l'interation brane-bulk, au
moins les proessus dissipatifs. Nous avons expliitement éliminé les eets non-loaux dûs
à la diration des gravitons émis dans le bulk inhomogène AdS en approximant ette
inhomogénéité (potentiel-plateau). On s'est onentré de ette façon sur les proessus de
dissipation. Cette approximation est bien légitime dans le régime de haute énergie de l'In-
ation branaire (Hℓ ≫ 1) pare que la ourbure du bulk devient négligeable omparée
à l'aélération de la brane. En utilisant une approhe de resommation quantique nous
avons été apable de séparer les transitions entre les quanta de la brane dûes à l'expansion
non-uniforme de l'Univers des transitions entre les quanta de la brane et les quanta du bulk
dûes à l'interation ave la dimension supplémentaire.
À ause de l'expansion non-uniforme de la brane, les degrés de liberté loalisés sur
la brane interagissent ave les gravitons du bulk, e qui onduit éventuellement à de la
dissipation sur la brane d'un point de vue quadridimensionnel. Ces eets sont insrits dans
le propagateur du bulk AdS. Nous avons alulé l'atténuation du mode roissant de l'état
lié du graviton aux éhelles superhorizon, due à l'interation ave les modes KK du bulk.
Nous avons trouvé que le taux de dissipation de l'état lié aux éhelles superhorizon est de
l'ordre de Γ ∼ H(H˙/H2)2 lorsque Hℓ≫ 1. Nous avons aussi montré que les perturbations
adiabatiques d'un uide parfait sur la brane ne peuvent pas se dissiper dans la dimension
supplémentaire aux éhelles subhorizon pare que la fréquene minimum d'exitation des
modes KK du bulk, à nombre d'onde égal à elui du uide, est trop haute pour pouvoir
obtenir une résonane. Nous avons renontré des diultés pour appliquer des méthodes
analytiques dans le as du uide parfait aux éhelles superhorizon, pare qu'à de telles
éhelles l'expansion de l'Univers n'est plus adiabatique, au moins tant que le uide domine
la tension de la brane. Nous avons également montré qu'un hamp salaire en roulement
lent sur la brane (slow-roll inaton) se dissipe de façon loale à n'importe quelle éhelle,
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alors que l'état lié du graviton se dissipe de façon non-loale. De plus l'inaton dissipe ave
un taux plus important Γ ∼ H(H˙/H2), linéaire dans le paramètre adiabatique de roulement
lent, que le taux de dissipation de l'état lié du graviton Γ ∼ H(H˙/H2)2, quadratique dans le
paramètre adiabatique de roulement lent. Cette diérene est la onséquene du aratère
loal de l'interation de l'inaton ave les modes du bulk ontrairement au aratère non-
loal de l'interation de l'état lié du graviton ave les modes du bulk.
L'approhe analytique développée ii repose sur le alul du propagateur retardé eetif
sur la brane. Comme nous avons pris en ompte les eets de rétroation à la fois pour les
perturbations tensorielles et pour les perturbations salaires sur la brane inationnaire,
nous sommes désormais en mesure de aluler les orretions branaires au rapport tenseur-
salaire T/S standard de l'Ination à un hamp. Ce sera l'objet de nos futures reherhes.
Il serait également intéressant d'aller au-delà de l'approximation du potentiel-plateau pour
prendre en ompte l'inhomogénéité du bulk AdS et la diration des gravitons par le
bulk ourbe qui entraine des eets non-loaux sur la brane. La non-loalité est insrite
dans le propagateur du bulk AdS et dépend fortement de la ourbure du bulk. En e
sens l'expression exate du propagateur du graviton dans AdS est néessaire pour aluler
les proessus non-loaux. La géométrie ourbe du bulk entraine également l'existene de
gravitons métastables ('est-à-dire des états quasi-liés sur la brane), même si la brane est
statique, omme l'a montré Seahra dans [53℄. On pourrait omparer le ux des gravitons du
bulk qui se propagent par tunnel quantique ave le ux des états quasi-liés. Ce sera l'objet
d'une future publiation. Notons enn que les méthodes employées ii peuvent s'appliquer
à tout autre modèle de théorie des hamps en interation ave un bord ou une sous-variété
loalisant une partie des hamps.
Chapitre 5
Le propagateur retardé ovariant du
graviton dans l'espae Anti-de Sitter
Nous avons vu au hapitre 4 que, pour un Univers branaire en expansion non-uniforme,
des gravitons pouvaient être émis dans le bulk AdS. Nous avons montré que ela apparais-
sait omme de la dissipation du point de vue d'un observateur onné sur la brane et nous
avons estimé les taux de dissipation de diérentes perturbations de matière sur la brane
en utilisant une approhe de "resommation quantique", où le propagateur du bulk AdS est
systématiquement inséré à tous les ordres de perturbation en les ouplages pour obtenir le
propagateur eetif sur la brane. À ause de la ourbure du bulk AdS, les gravitons qui
ont été émis de la brane peuvent aussi être diratés dans le bulk ourbe puis ré-absorbés
sur la brane et transformés de nouveau en quanta sur la brane, onduisant ainsi à de la
non-loalité du point de vue quadridimensionnel d'un observateur sur la brane. Cette non-
loalité est insrite dans la forme du propagateur du bulk AdS pour le graviton. Comme
des eets non-loaux dépendent forément de la ourbure, il s'avère néessaire de onnaître
la forme exate du propagateur dans AdS si l'on veut estimer orretement la magnitude
des proessus non-loaux sur la brane. Les aluls expliites du propagateur retardé du
graviton dans AdS, eetués dans e hapitre, étaient motivés par le problème du alul
des perturbations osmologiques dans un Univers branaire en expansion.
Dans e hapitre nous trouvons la forme expliite du propagateur retardé du graviton
dans AdSd+1, où d est arbitraire, de façon omplètement ovariante et lassique. La mé-
thode utilisée pour obtenir les fontions de Green dans la première partie du hapitre est
essentiellement elle employée par D'Hoker, Freedman, Mathur, Matusis et Rastelli [54℄, où
les mêmes tehniques ont été appliquées pour aluler la version Eulidienne de la fontion
à deux points, sans xer de jauge et en séparant expliitement parties physiques et parties
de pure jauge. Dans la seonde partie du hapitre nous essayons de déterminer la forme
retardée du propagateur du graviton par des onsidérations purement lassiques. En fait
nous souhaitons montrer, sans avoir reours à des arguments quantiques, que la presription
pour aluler la forme retardée du propagateur du graviton dans AdS est exatement
Gretµνµ′ν′(I) = θ(t− t′) [Gµνµ′ν′(I + i0)−Gµνµ′ν′(I − i0)] , (5.1)
si Gµνµ′ν′(I) est la fontion à deux points du graviton dans AdS et I(P, P
′) est la séparation
invariante relativiste entre deux points P, P ′ sur la variété AdS. En eet, la littérature ne
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nous semble pas très laire pour justier la presription (5.1) pour onstruire la forme
retardée du propagateur dans un espae ourbe. Plusieurs tentatives s'appuient sur les
relations de ommutations anoniques ou le hoix d'un vide quantique [55℄, alors que le
propagateur retardé est un objet lassique. Les notations utilisées dans e hapitre sont
Aµ,ν ≡ ∂νAµ, Aµ;ν ≡ ∇νAµ et = gµν (0)∇µ∇ν , où ∇µ est la dérivée ovariante assoiée
à la métrique du fond AdS non-perturbée gµν (0). Le travail que nous exposons dans e
hapitre est informel, il n'a pas été soumis à publiation.
5.1 Fontion de Green ovariante du graviton dansAdSd+1
5.1.1 Équation d'Einstein linéarisée ovariante dans AdSd+1
La métrique g
(0)
µν de l'espae-temps AdSd+1 de rayon de ourbure ℓ2 est la solution des
équations d'Einstein à (d+ 1) dimensions
R(0)µν −
1
2
g(0)µνR
(0) = −Λ5g(0)µν , (5.2)
où la onstante osmologique négative vaut Λ5 = −d(d − 1)/(2ℓ2). L'espae AdSd+1 étant
maximalement symétrique, on en déduit aisément respetivement le tenseur de Riemann,
le tenseur de Rii et le salaire de ourbure :
R(0)µνρσ = −
1
ℓ2
(
g(0)µρ g
(0)
νσ − g(0)µσ g(0)νρ
)
, R(0)µν = −
d
ℓ2
g(0)µν , R
(0) = −d(d+ 1)
ℓ2
. (5.3)
Sous l'inuene d'une perturbation de matière T
(1)
µν apparaissant à l'ordre un, la nouvelle
métrique perturbée gµν de AdS
d+1
gµν = g
(0)
µν + hµν , (5.4)
dière de la métrique de AdSd+1 par la perturbation hµν à l'ordre un, et est solution des
équations d'Einstein
1
Rµν − 1
2
gµνR = −Λ5gµν + T (1)µν (5.5)
qui peuvent se ré-érire sous la forme
Rµν + dgµν = T¯
(1)
µν (5.6)
où on a déni le tenseur énergie-impulsion trae-modié (T ≡ T σσ ) :
T¯µν = Tµν − 1
d− 1g
(0)
µν T. (5.7)
En gravité linéarisée dans AdSd+1, les gravitons orrespondent aux perturbations hµν de la
métrique de fond g
(0)
µν et satisfont les équations d'Einstein (5.6) à l'ordre linéaire :
R(1)µν + dhµν = T¯
(1)
µν . (5.8)
1
Le ouplage ave la matière est posé egal à κ2 ≡ 1.
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Les symboles de Christoel se sindent en une partie d'ordre zéro et une partie d'ordre un
Γabc =
1
2
gad (gdc,b + gbd,c − gbc,d)
= Γ
(0)a
bc + Γ
[h]a
bc , (5.9)
où
Γ
[h]a
bc =
1
2
g(0)ad (hdc,b + hbd,c − hbc,d)− 1
2
had
(
g
(0)
dc,b + g
(0)
bd,c − g(0)bc,d
)
=
1
2
g(0)ad (hdc,b + hbd,c − hbc,d)− 1
2
g(0)adhedg(0)ef
(
g
(0)
fc,b + g
(0)
bf,c − g(0)bc,f
)
=
1
2
g(0)ad (hdc,b + hbd,c − hbc,d)− g(0)adΓ(0)ebc hed
=
1
2
g(0)ad (hdc,b + hbd,c − hbc,d)
+
1
2
g(0)ad
(
−Γ(0)ebc hde − Γ(0)ecb hed − Γ(0)ebd hec + Γ(0)edb hec − Γ(0)ecd hbe + Γ(0)edc hbe
)
=
1
2
g(0)ad (hdc;b + hbd;c − hbc;d) . (5.10)
Le tenseur de Riemann à l'ordre un vaut quant à lui
R
(1)a
bcd = Γ
[h]a
bd,c − Γ[h]abc,d + Γ[h]aec Γ(0)ebd + Γ[h]ebd Γ(0)aec − Γ[h]aed Γ(0)ebc − Γ[h]ebc Γ(0)aed
= Γ
[h]a
bd;c − Γ[h]abc;d. (5.11)
On déduit de (5.11) et (5.10) que le tenseur de Rii à l'ordre un R
(1)
ab = R
c(1)
acb apparaissant
dans les équations d'Einstein linéarisées (5.8) vaut
R
(1)
ab = −
1
2
(hab;cc + h;ab − hac;bc − hbc;ac) . (5.12)
En notant que hac;bc + hbc;ac = hac;cb + hbc;ca + hac;[bc] + hbc;[ac] et utilisant la relation
[∇d,∇c]hab = R(0)aedcheb +R(0)bedchea, on peut ré-érire
R
(1)
ab = −
1
2
(
hab;cc + h;ab − hac;cb − hbc;ca + 2R(0)acbdhcd − 2R(0)ac hcb
)
. (5.13)
En insérant (5.13) dans (5.8), onnaissant les expressions (5.3), on obtient l'équation de
propagation omplètement ovariante du graviton dans AdSd+1 ave soure T
(1)
µν :
hµν +∇µ∇νh−∇µ∇σhσν −∇ν∇σhµσ + 2
ℓ2
(hµν − g(0)µν h) = −2T¯ (1)µν , (5.14)
où T¯µν est déni en (5.7). Bien-sûr on pourrait hoisir la jauge ovariante de Lorentz
∇ν
(
hµν − 12g
(0)
µν h
)
= 0 de façon à simplier l'équation du mouvement selon
hµν +
2
ℓ2
(hµν − gµνh) = −2T¯ (1)µν , (5.15)
mais on préfèrera travailler ave l'équation (5.14) pare qu'elle est omplètement ovariante,
sans hoix de jauge partiulier.
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5.1.2 Fontion de Green
La solution hµν de l'équation (5.14) est onnetée à la soure T
(1)
µν selon
hµν(x) =
∫
dd+1x′
√
g′Gµνµ′ν′(x, x
′)T
(1)
µ′ν′(x
′), (5.16)
où la fontion de Green Gµνµ′ν′(x, x
′) satisfait
Gµνµ′ν′ +∇µ∇νGσσµ′ν′ −∇µ∇σGσνµ′ν′ −∇ν∇σGµσµ′ν′ + 2
ℓ2
[Gµνµ′ν′ − g(0)µνGσσµ′ν′ ]
=
(
gµµ′gνν′ + gµν′gνµ′ − 2
d− 1gµνgµ′ν′
)
δ(d+1)(x,x′)√
g
. (5.17)
Le dernier terme du membre de droite de (5.17) est un terme "trae-modiant". Ce terme
est néessaire puisque nous avons déni Gµνµ′ν′ onnetant hµν ave T
(1)
µν (au lieu du membre
de droite de (5.14) : T¯
(1)
µν ).
L'espae-temps AdSd+1 de rayon de ourbure ℓ est une variété pseudo-Riemanienne
(ou Lorentzienne) qui orrespond à l'hypersurfae à (d+ 1) dimensions d'un hyperboloide
plongé dans un espae plat à (d+ 2) dimensions de signature (−,+, ...,+,−), selon
−X20 −X2d+1 +
d∑
i=1
X2i = −ℓ2. (5.18)
La métrique de l'espae enveloppant à (d+ 2) dimensions est
ds2 = −(dX20 + dX2d+1) +
d∑
i=1
X2i . (5.19)
Le groupe d'isométrie de AdSd+1 est don SO(2, d). Il s'avère ommode pour faire des
aluls expliites d'utiliser les oordonnées
X0 = cos (t/ℓ) cosh (ξ/ℓ) , Xd+1 = sin (t/ℓ) cosh (ξ/ℓ) , Xi = sinh (ξ/ℓ) nˆi, (5.20)
où le veteur nˆ(θ1, ..., θd−1) dérit l'hypersphère Sd−1 et t ∈ [−π, π]. Ces oordonnées
ouvrent tout l'espae AdSd+1 ave la métrique2 de AdSd+1 :
ds2 = − cosh2[ξ/ℓ]dt2 + dξ2 + sinh2[ξ/ℓ]dΩ2d−1, (5.21)
où dΩ2d−1 est la métrique de la sphère S
d−1
. Il s'avère de plus ommode d'utiliser la sépa-
ration invariante relativiste entre deux points P, P ′ : I(P, P ′) = −X0X ′0 − Xd+1X ′d+1 +∑d
i=1XiX
′
i = σ(P, P
′) + 1, où σ(P, P ′) = (1/2)ηαβ(X
α − X ′α)(Xβ − X ′β) est la demi-
distane entre P, P ′ dans l'espae plat de plongement de signature (−,+, ...,+,−), dite
distane ordale (Fig. 5.1). Dans les oordonnées globales, la séparation invariante s'érit
2
Notons que ette métrique globale de AdS orrespond à elle qu'on a alulée en (4.39) au hapitre 4
dans le as H = 0.
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SD
H D
dSd+1
AdSd+1
Riemannien Pseudo−Riemannien
P
P ’
P
P ’
Fig. 5.1  Distanes ordales sur des variétés maximalement symétriques pseudo-
riemanniennes. D = d+ 1.
I(P, P ′) = cosh[ξ/ℓ] cosh[ξ′/ℓ] cos [(t− t′)/ℓ]− sinh[ξ/ℓ] sinh[ξ′/ℓ](nˆ · nˆ′)Sd−1. (5.22)
Lorsque P oinide ave P ′ ou réside dans le ne de lumière passé ou futur de P ′, on
a I(P, P ′) = +1. Si P et P ′ peuvent être reliés par une géodésique de genre temps de
longueur propre τ (en unité de la longueur de ourbure de AdS), I(P, P ′) = cos[τ ]. Lorsque
P oinide ave le point antipodal de P ′ (noté P¯ ′) ou réside sur le ne de lumière passé
ou futur de P¯ ′, I(P, P ′) = −1. Si P et P ′ sont onnetés par une géodésique de genre
espae de longueur propre σ (de nouveau en unité de la longueur de ourbure de AdS),
I(P, P ′) = cosh[σ], et si P peut être onneté à P¯ ′ par une géodésique de genre espae et
de longueur propre σ, I(P, P ′) = − cosh[σ] (Fig. 5.2).
On peut exprimer Gµνµ′ν′ en séparant expliitement les parties invariantes de jauge des
parties artefats de jauge [54℄
Gµνµ′ν′(x, x
′) = B(1)(I)gµνgµ′ν′
+ B(2)(I) [(∇µ∇µ′I)(∇ν∇ν′I) + (∇µ∇ν′I)(∇ν∇µ′I)]
+ ∇(µ
[∇ν)∇µ′I∇ν′IB(3)(I)]+∇(µ′ [∇ν′)∇µI∇νIB(3)(I)]
+ ∇(µ
[∇ν)I∇µ′I∇ν′IB(4)(I)]+∇(µ′ [∇ν′)I∇µI∇νIB(4)(I)]
+ ∇µ
[∇νIgµ′ν′B(5)(I)]+∇µ′ [∇ν′IgµνB(5)(I)] , (5.23)
e qui est bien équivalent à la forme habituelle
Gµνµ′ν′(x,x
′) = A(1)(I)gµνgµ′ν′
+ A(2)(I) [(∇µ∇µ′I)(∇ν∇ν′I) + (∇µ∇ν′I)(∇ν∇µ′I)]
+ A(3)(I)(∇µI)(∇µ′I)(∇νI)(∇ν′I)
+ A(4)(I)
[
(∇µ∇µ′I)(∇νI)(∇ν′I) + (∇µ∇ν′I)(∇νI)(∇µ′I)
+(∇ν∇µ′I)(∇µI)(∇ν′I) + (∇ν∇ν′I)(∇µI)(∇µ′I)
]
+ A(5)(I) [(∇µI)(∇νI)gµ′ν′ + gµν(∇µ′I)(∇ν′I)] . (5.24)
déomposée sur la base des inq bi-tenseurs de AdS, symétriques sous le groupe d'isométrie
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I = 1 I = 1
I = −1 I = −1
I <1
I>1 I>1
I=+infini
I = 1 I = 1
P
antipode
de P
Fig. 5.2  Diagramme de Carter-Penrose de l'espae CAdS global. On a représenté les
géodésiques de genre temps, ainsi que la valeur prise par l'invariant de distane I sur les
zones de genre temps et les zones de genre espae.
SO(2, d). Nous noterons T
(i)
µνµ′ν′(I) haun des inq bi-tenseurs de base aompagnant les
inq fontions salaires A(i)(I).
Les termes impliquant B(3), B(4) and B(5) dans (5.23) sont des gradients par rapport à x
ou x′. Les gradients par rapport à x′ ne ontribuent pas à la propagation des omposantes
physiques de hµν pare qu'on intègre sur des ourants onservés : ∇µT (1)µν = 0. Les gradients
par rapport à x donnent des modiations non-pertinentes de hµν dans (5.16) puisqu'ils
orrespondent aux dieomorphismes ou transformations de jauge hµν → hµν + ∇(µξν).
Don B(3), B(4) et B(5) sont des parties de pure jauge, alors que B(1) et B(2) sont les parties
physiques du propagateur du graviton. On posera don B(3) = B(4) = B(5) ≡ 0 pour la
suite. La forme de Gµνµ′ν′, ave ses parties physiques seulement, onnete don les gravitons
physiques à la soure de matière selon
hµν =
∫
d(d+1)x
[
B(1)T
(1)
µνµ′ν′ +B
(2)T
(2)
µνµ′ν′
]
Tµ′ν′. (5.25)
En insérant la partie physique de la fontion de Green Gµνµ′ν′(I) dans l'équation d'Ein-
stein linéarisée ovariante (5.17), et en utilisant les formules algébriques données dans l'ap-
pendie 5.A de e hapitre, on trouve, après un alul trivial mais laborieux, l'équation du
mouvement pour la fontion de Green physique du graviton dans AdSd+1 :
Gµνµ′ν′ +∇µ∇νGσσµ′ν′ −∇µ∇σGσνµ′ν′ −∇ν∇σGµσµ′ν′ + 2 [Gµνµ′ν′ − gµνGσσµ′ν′] =
=
[
(I2 − 1)(B(1))′′ + 2dI(B(1))′ − 2dB(1) − 4B(2) + 2I(B(2))′]T (1)µνµ′ν′
+
[
(I2 − 1)(B(2))′′ + (d− 1)I(B(2))′ − 2(d− 1)B(2)]T (2)µνµ′ν′
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+
[
2(B(2))′′
]
T
(3)
µνµ′ν′
+
[−I(B(2))′′ − (d− 1)(B(2))′]T (4)µνµ′ν′
+
[
2(B(2))′′ + (d− 1)(B(1))′′] gµ′ν′(∇µI)(∇νI)
+
[−2I(B(2))′ − 4(d+ 1)B(2)] gµν(∇µ′I)(∇ν′I), (5.26)
si P, P ′ ne sont pas onfondus (I 6= 1). Ensuite on peut manipuler les diérents termes
tensoriels de façon à isoler des dérivées totales du type ∇µ′ , qui s'annulent par intégration
par partie puisque ∇µ′Tµ′ν′ = 0. Il restera trois bi-tenseurs de base indépendants qui don-
neront trois équations pour B(1) et B(2). Nous donnons les trois manipulations : on peut
transformer le terme en gµν(∇µ′I)(∇ν′I) en fontion de T (1) pour trouver que
[−2I(B(2))′ − 4(d+ 1)B(2)] gµν(∇µ′I)(∇ν′I) = ∇µ′
[(
−2IB(2) − 2(2d+ 1)
∫
B(2)
)
gµν∇ν′I
]
+
[
2I2B(2) + 2(2d+ 1)I
∫
B(2)
]
T
(1)
µνµ′ν′, (5.27)
on peut aussi ombiner le terme en T (4) ave un terme en T (2) pour trouver que
− (d− 1)(B(2))′T (4)µνµ′ν′ − 2(d− 1)B(2)T (2)µνµ′ν′ = ∇(µ′
[−(d− 1)B(2)(∇µI)(∇ν∇ν′)I)]
+ ∇(µ′
[−(d− 1)B(2)(∇νI)(∇µ∇ν′)I)]
+ 4(d− 1)B(2)(∇µI)(∇νI)gµ′ν′ , (5.28)
et enn on peut ombiner le terme en T (3) ave un terme en T (2) et un terme en T (4) pour
trouver que
2(B(2))′′T
(3)
µνµ′ν′ − 2I(B(2))′T (2)µνµ′ν′ − I(B(2))′′T (4)µνµ′ν′ = ∇(µ′
[
(B(2))′∇ν′)I∇µI∇νI
]
+ ∇(µ′
[−I(B(2))′(∇µI)(∇ν∇ν′)I)]
+ ∇(µ′
[−(d− 1)B(2)(∇νI)(∇µ∇ν′)I)]
+ 2I(B(2))′)gµ′ν′∇µI∇νI. (5.29)
De es trois manipulations il résulte que l'équation pour le propagateur se simplie selon :
Gµνµ′ν′ +∇µ∇νGσσµ′ν′ −∇µ∇σGσνµ′ν′ −∇ν∇σGµσµ′ν′ + 2 [Gµνµ′ν′ − gµνGσσµ′ν′ ] =
=
[
(I2 − 1)(B(1))′′ + 2dI(B(1))′ − 2dB(1) − 4B(2) + 2I(B(2))′ + 2I2B(2) + 2(2d+ 1)I
∫
B(2)
]
T
(1)
µνµ′ν′
+
[
(I2 − 1)(B(2))′′ + (d+ 1)I(B(2))′]T (2)µνµ′ν′
+
[
2(B(2))′′ + 2I(B(2))′ + 4(d− 1)B(2) + (d− 1)(B(1))′′] gµ′ν′(∇µI)(∇νI), (5.30)
de telle sorte que les omposantes salaires physiques B(1), B(2) du propagateur du graviton
satisfont le système d'équations :
(I2 − 1)(B(2))′′ + (d+ 1)I(B(2))′ = 0, (5.31)
(d− 1)(B(1))′′ + 2(B(2))′′ + 2I(B(2))′ + 4(d− 1)B(2) = 0, (5.32)
(I2 − 1)(B(1))′′ + 2dI(B(1))′ − 2dB(1) − 4B(2) + 2I(B(2))′ + 2I2B(2)
+2(2d+ 1)I
∫
B(2) = 0. (5.33)
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On pourra observer que e sont des équations similaires à elles trouvées dans [54℄.
L'équation (5.31) est l'équation du propagateur d'un hamp salaire sans masse dans
AdSd+1 dont les deux solutions indépendantes sont onnues. La solution de l'équation
(5.32) peut s'érire ensuite :
B(1) =
−1
d− 1
[
2B(2) + 2I
∫
B(2) + 4(d− 2)
∫ ∫
B(2)
]
, (5.34)
et on peut vérier que ette solution est onsistante ave la troisième équation (5.33).
Notons que es mêmes équations auraient pu être trouvées plus rapidement en utilisant
l'opérateur du mouvement dans la jauge de Lorentz, B(1) et B(2) étant indépendants de
jauge.
On arrive au point déliat. Un ouple de solutions indépendantes à l'équation de Klein-
Gordon (5.31) est donné au moyen de fontions hypergéométriques selon
B(2)(I) = C1F
(
0,−d− 1
2
;− (d− 1) ; −2
I − 1
)
+
C2
(I − 1)dF
(
d,
d+ 1
2
; d+ 1;
−2
I − 1
)
. (5.35)
Ces solutions pour la fontion à deux points ne sont bien dénies que sur un espae AdSd+1
Eulidien ou pour une séparation de genre espae entre les deux points sur un espae
AdSd+1 Lorentzien, 'est-à-dire que es solutions sont analytiques pour I > 1. La première
solution est régulière et naturellement prolongeable en I ≤ 1 dans les zones de genre
temps, par ontre la seonde solution est singulière sur le ne de lumière en I = 1 et
possède une oupure I ≤ 1 dans les zones de genre temps. La presription habituelle pour
la fontion à deux points dans AdS qu'on peut trouver dans [54, 55℄ séletionne le vide
quantique dit "Eulidien" qui exige tout d'abord que la fontion à deux points orresponde,
à l'origine (I = 1), à la fontion à deux points de l'espae plat, e qui semble naturel
puisque deux points inniment prohes ne doivent pas ressentir les eets de ourbure. La
presription du vide Eulidien exige de plus que la fontion à deux points déroisse le plus
vite possible à l'inni spatial sur les bords de AdS, en I = +∞. Cette seonde ondition
de la presription séletionne don la solution singulière pour la fontion à deux points :
B(2)(I) = C2(1/I − 1)dF (d, (d+ 1)/2; d+ 1;−2/(I − 1)), où la normalisation est obtenue
par la première ondition N = Γ[(d+1)/2]/((4π)(d+1)/2dℓd−1). Par exemple pour (d+1) = 5
dimensions, la fontion à deux points Eulidienne est don [54℄
B(2)(I) = − 1
8π2
[
I(2I2 − 3)
(I2 − 1)3/2 − 2
]
,
B(1)(I) =
1
12π2
[
I (6I4 − 9I2 + 2)
(I2 − 1)3/2 − 6I
2
]
. (5.36)
La fontion de Green retardée est ensuite obtenue dans la littérature [55℄ selon la pres-
ription suivante : elle est proportionnelle au ommutateur et don orrespond au saut à
travers la oupure G(I − 1 + i0)− G(I − 1 − i0), où on a omis les indies tensoriels pour
ne pas alourdir les notations. La question est pourquoi e hoix partiulier de vide quan-
tique ? En fait e hoix de vide est relié aux onditions au bord de AdS, néessaires pour
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onstruire une théorie quantique de hamps ohérente dans AdS. L'espae AdS n'est pas
globalement hyperbolique (ontrairement à l'espae Minkowski ou de Sitter), ela peut être
admis en remarquant que l'inni spatial de AdS (bord de AdS) peut être atteint en un
temps ni, ainsi de l'information inonnue venant du bord peut aeter le ne de lumière
futur. Dans [56℄ les auteurs ont montré qu'une théorie quantique des hamps n'était bien
dénie sur l'espae AdS qu'à ondition de préiser des onditions au bord de AdS, notam-
ment elles qui onduisent à la presription énonée plus haut. Cependant la fontion de
Green retardée est un objet lassique qui ne dépend pas d'un hoix de vide quantique ('est
le ommutateur dans un adre quantique). On doit don pouvoir redémontrer quelle est la
presription à adopter pour la fontion de Green retardée sans faire appel à es arguments
quantiques. Notamment on va essayer de trouver des arguments lassiques dans la setion
5.2 montrant pourquoi le propagateur retardé du graviton dans AdS ne séletionne que la
solution singulière dans (5.35).
5.2 Propagateur retardé (ébauhe)
Cette setion est une ébauhe de démonstration lassique (non quantique) de la pres-
ription à adopter pour onstruire la forme retardée du propagateur ovariant du graviton
dans AdSd+1, qui un objet lassique.
5.2.1 Méthode de onstrution
Chaque étape pour onstruire le propagateur retardé est donnée dans ette setion pour
le as salaire. En eet le propagateur tensoriel omplet du graviton étant essentiellement
déterminé à partir de la fontion B(2) qui n'est rien d'autre qu'un hamp salaire ano-
nique sans masse dont l'équation du mouvement est l équation de Klein-Gordon (5.31), la
généralisation au as tensoriel est immédiate. Nous pouvons résumer la méthode en trois
étapes :
 L'équation de Klein-Gordon homogène pour le propagateur salaire dans AdS a deux
solutions indépendantes. L'une, R(I), est régulière sur le ne de lumière (I = 1 ou
I = −1), l'autre, S(I), est singulière sur le ne de lumière
G(I) = A.S(I) +B.R(I). (5.37)
De plus la solution singulière est bien dénie seulement dans les zones de genre espae
('est-à-dire à l'extérieur des nes de lumière passé et futur) ou pour des distanes
Eulidiennes, i.e
I > 1, équivalent en espae plat à une distane de genre espae τ 2 > 0. (5.38)
An d'obtenir le propagateur Lorentzien omplet, on doit prolonger analytiquement
la solution singulière dans la zone de genre temps (I ≤ 1). Il y a deux possibilités. La
ontinuation analytique peut être réalisée dans le demi-plan omplexe supérieur ou
dans le demi-plan omplexe inférieur, de telle sorte que dans la zone de genre temps il
y a trois solutions indépendantes de l'équation homogène : la solution régulière et les
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deux solutions singulières analytiquement prolongées de part et d'autre de la oupure
I ≤ 1. Ces deux diérentes solutions singulières deviennent dégénérées dans la zone
de genre espae :
G(I) = A1.S(I + iǫ) + A2.S(I − iǫ) +B.R(I) dans la zone de genre temps,(5.39)
G(I) = (A1 + A2) .S(I) +B.R(I) dans la zone de genre espae.(5.40)
 En imposant ensuite que le propagateur retardé lassique soit ausal (i.e zéro dans
les zones de genre espae), on trouve qu'une façon naturelle de répondre à la ausalité
est de onlure pour la solution singulière que
A1 + A2 = 0, (5.41)
et la ausalité pour la solution régulière demande de la tronquer par une fontion θ.
Finalement
Gc(I) = A1 {S(I + iǫ)− S(I − iǫ)}+B.R(I) ∗ θ(1− I2) (5.42)
est le andidat le plus général qui soit maintenant ausal et bien déni dans la zone
de genre temps. Notons que ette presription ausale pour la partie singulière est une
façon analytique de la tronquer en évitant l'utilisation d'une fontion θ. Une fois que
nous seront onvainus que la partie régulière ne partiipe pas à la onstrution de
la forme retardée, nous omprendrons que ette presription pour la partie singulière
peut être généralisée par abus à la fontion à deux points omplète, 'est-à-dire qu'elle
peut être appliquée également à la partie régulière, faisant disparaître ette dernière
de la forme retardée du propagateur.
 La dernière étape est de déterminer les oeients A1 et B dans (5.42). On utilise
pour ela les deux onditions suivantes :
1. La soure de la fontion de Green est loalisée à l'origine (séparation nulle entre
les deux points),
2. on doit retrouver le propagateur de Minkowski à l'origine.
La seonde ondition peut être utilisée pour la normalisation du propagateur. La
première ondition va déterminer la ombinaison orrete de A1 et B. Cette première
ondition nous dit que, exepté à l'origine, l'opérateur appliqué au propagateur
doit donner zéro sur le ne de lumière
< Gc(u, v), φ(u, v) > = 0, (5.43)
où φ est une fontion test et u, v sont les oordonnées nulles du ne de lumière
(voir appendie 5.B). L'intégration dans (5.43) est eetuée sur le ne de lumière,
en dehors de l'origine, i.e dans la boite innitésimale 0 < a < v < b et −ǫ < u < +ǫ
(ǫ→ 0). En dimension paire d'espae-temps, la singularité en u est isolée de sorte que
le théorème des résidus sera utilisé dans le alul de (5.43). En dimension impaire, il
y a une oupure en u don une approhe diérente doit être adoptée dans e as. Le
résultat de e alul sera que seul le oeient A1, devant la partie singulière de Gc,
doit être non-nul pour que la ondition (5.43) soit vériée. La onlusion immédiate
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sera que la presription pour la forme retardée du propagateur est Gret(I) = θ(t −
t′) [S(I + i0)− S(I − i0)], ou plus généralement, puisque la partie régulière disparait
de toute façon dans ette presription :
Gret(I) = θ(t− t′) [G(I + i0)−G(I − i0)] ,
ave G(I) la solution homogène Eulidienne bien dénie dans la zone de genre espae.
Cela prouvera que la presription dans l'espae AdS est la même que dans l'espae
Minkowski.
Dans la setion 5.2.1 nous rendons expliite la onstrution du propagateur retardé
en répétant les trois étapes dérites au-dessus et en alulant (5.43) par intégration de
ontour dans le plan omplexe sur les oordonnées nulles du ne de lumière, ahevant
ainsi la démonstration de la presription à adopter pour la forme retardée du propagateur
du graviton dans AdS.
5.2.2 Démonstration expliite
En toute dimension le propagateur salaire sans masse dans AdS satisfait l'équation
G(I) = (∇I)2d
2G
dI2
+ ( I)
dG
dI
= (I2 − 1)d
2G
dI2
+ (d+ 1)I
dG
dI
= 0 (5.44)
en dehors de l'origine. C'est la même équation dans le as tensoriel pour B(2)(I). On trouve
plus ommode de ré-érire ette équation en fontion de la variable I˜ = (I − 1)/(I + 1)
omme une équation hypergéométrique
I˜(1− I˜)d
2G
dI˜2
+
(
d− 3
2
I˜ +
d+ 1
2
)
dG
dI˜
= 0, (5.45)
dont la solution générale, dénie dans la zone de genre espae ou Eulidienne I˜ > 0, peut
s'érire dans une forme adaptée à la parité de la dimension d'espae-temps
Godd(I˜) = C1 + C2
1
I˜
d−1
2
F
(
1− d
2
, 1− d; 3− d
2
; I˜
)
pour d+ 1 impair, I˜ > 0, (5.46)
Geven(I˜) = C1 + C2
(
1− I˜
)d
I˜
d−1
2
F
(
1,
1 + d
2
; 1 + d; 1− I˜
)
pour d+ 1 pair, I˜ > 0.(5.47)
La onstante C1 est la solution régulière et la solution sous le oeient C2 est singulière
sur le ne de lumière et non-dénie à l'intérieur (zones de genre temps) : la oupure est en
eet I˜ ≤ 0, ou de façon équivalente I ≤ 1, puisque, pour d + 1 pair, la solution singulière
ontient des fontions logarithme et puissane entières négatives en I˜ et, pour d+1 impair,
des fontions puissanes demi-entières négatives en I˜.
D'après la seonde étape de la setion 5.2.1, nous devons proplonger analytiquement la
solution singulière des I˜ Eulidiens aux I˜ Lorentziens, ou dit autrement des zones de genre
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espae (extérieur du ne de lumière I˜ > 0) aux zones de genre temps (intérieur du ne
de lumière I˜ ≤ 0). Il y a deux ontinuations analytiques : dans le demi-plan I˜ omplexe
supérieur et dans le demi-plan I˜ omplexe inférieur. Nous avons vu que la ausalité implique
d'érire le propagateur omplet Lorentzien et ausal omme (par exemple pour d+1 impair) :
Goddc (I˜) = C1θ(−I˜) + C2F
(
1− d
2
, 1− d; 3− d
2
; I˜
) 1(
I˜ + iǫ
) d−1
2
− 1(
I˜ − iǫ
) d−1
2

 .(5.48)
La dernière étape est de déterminer les oeients C1 et C2. Un moyen possible est
d'appliquer la première ondition de la setion 5.2.1 : la soure de la fontion de Green est
loalisée à l'origine seulement. On a don, exepté à l'origine,
< Gc(u, v), φ(u, v) > = 0, (5.49)
où φ est une fontion test et l'intégration est eetuée dans la boite innitésimale 0 < a <
v < b et −ǫ < u < +ǫ sur le ne de lumière, hors origine. u, v sont les oordonnées du
ne de lumière dénies dans l'appendie 5.B et elles orrespondent à I˜ = −uv. Dans es
oordonnées, l'opérateur d'Alembertien s'érit√
|g| = ∂
∂u
f(u, v)
∂
∂v
+
∂
∂v
f(u, v)
∂
∂u
, (5.50)
où f(u, v) =
(
u−v
1+uv
)d−1
vient de la géométrie AdSd+1. Montrons tout d'abord que la partie
régulière C1θ(u)θ(v) de la fontion de Green retardée ne surait pas à elle-seule à satisfaire
la ondition exposée au-dessus puisque√
|g| θ(u)θ(v) = { ∂
∂u
f(u, v)
∂
∂v
+
∂
∂v
f(u, v)
∂
∂u
}θ(u)θ(v)
=
∂
∂u
f(u, v)δ(v)θ(u) +
∂
∂v
f(u, v)δ(u)θ(v)
= (d− 1)(u− v)d−2[δ(u)θ(v) + δ(v)θ(u)] (5.51)
d'après l'expression de f . Don < C1θ(u)θ(v), φ(uv) > 6= 0 sur le ne de lumière lorsque
d+ 1 > 2. Il y a une fontion δ ave son support sur le ne de lumière.
Nous allons voir que la partie singulière de Gc, i.e la fontion ausale sous C2, vérie
systématiquement la ondition (5.49) en n'importe quelle dimension, de sorte la onlusion
immédiate sera que C1 = 0 néessairement. On distingue pour la preuve le as en dimension
paire et le as en dimension impaire :
Cas d+ 1 pair
Gevenc (I˜) = C1θ(−I˜) + C2
[
S(I˜ + iǫ)− S(I˜ − iǫ)
]
(5.52)
ave la solution singulière, éqn. (5.47),
S(I˜) ≡ S(−uv) = (1 + uv)
d
(−uv) d−12
F
(
1,
1 + d
2
; 1 + d; 1 + uv
)
. (5.53)
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Les singularités en I˜ = 0 orrespondent aux singularités en u = 0 sur le ne de lumière
dans la boite (0 < a < v < b,−ǫ < u < +ǫ), puisque v > 0. On vérie la ondition (5.49)
pour la partie singulière de Gevenc , i.e C2
[
S(I˜ + iǫ)− S(I˜ − iǫ)
]
, en alulant le résidu. De
façon onrète, si on pose φ(−uv) ∼ φ(0) ≡ 1, la vériation de (5.49) équivaut à aluler
dans les oordonnées u, v∫ b
a
dv
(∫
C+
du
√
|g| S(−uv)−
∫
C−
du
√
|g| S(−uv)
)
, (5.54)
où C+ est le ontour d'intégration qui évite la singularité en passant par le demi-plan u
omplexe supérieur et C− est le ontour d'intégration qui évite la singularité en passant par
le demi-plan u omplexe inférieur. L'intégrand, dans le as d+1 pair, possède une singularité
isolée u = 0, tel qu'on le verra un peu plus bas, don on peut refermer le ontour et ré-érire
(5.54) omme
∫ b
a
dv
∫
C⊙
du
√
|g| S(−uv)
=
∫ b
a
dv
∫
C⊙
du
[
∂
∂u
f(u, v)
∂
∂v
+
∂
∂v
f(u, v)
∂
∂u
]
S(−uv), (5.55)
où C⊙ est le ontour d'intégration enerlant la singularité u = 0. Ensuite, par le théorème
de Cauhy, l'expression se réduit à∫ b
a
dv
∫
C⊙
du
∂
∂v
f(u, v)
∂
∂u
S(−uv). (5.56)
En notant que (formule 15.2.8 dans [57℄)
∂
∂x
[S(x)] ≡ ∂
∂x
[
(1− x)d
x
d−1
2
F (1, (1 + d)/2; 1 + d; 1− x)
]
=
d− 1
2
(1− x)d−1
x
d+1
2
, (5.57)
l'expression devient
d− 1
2
∫ b
a
dv
∫
C⊙
du
∂
∂v
f(u, v)(−v)(1 + uv)
d−1
(−uv) d+12
=
d− 1
2
∫ b
a
dv
∂
∂v
(
−1
v
) d−1
2
∫
C⊙
du
(u− v)d−1
u
d+1
2
=
d− 1
2
∫ b
a
dv
∂
∂v
(
−1
v
) d−1
2
(2iπ)
(d− 1)!
(d−1
2
)!(d−1
2
)!
(−v) d−12
= 0 (5.58)
pare que le résidu ne dépend pas de v.
5.2. PROPAGATEUR RETARDÉ (ÉBAUCHE) 103
On onlut que C1 = 0 et que le propagateur retardé salaire dans AdS
d+1
est, pour
d+ 1 pair,
Gret(I˜) = C2θ(t− t′)
[(
1− I˜ − i0
)d
F
(
1, 1+d
2
; 1 + d; 1− I˜ − i0
)
(
I˜ + i0
)d−1
2
−
(
1− I˜ + i0
)d
F
(
1, 1+d
2
; 1 + d; 1− I˜ + i0
)
(
I˜ − i0
) d−1
2
]
. (5.59)
Par exemple, en (3 + 1) dimensions,
Gret3+1(I˜) = C2θ(t− t′)
[
−2 log(I˜ + i0)− 1
I˜ + i0
+ (I˜ + i0)
]
−
[
−2 log(I˜ − i0)− 1
I˜ − i0 + (I˜ − i0)
]
= 2iπC2θ(t− t′)
[
−2θ(−I˜) + δ(I˜)
]
= 2iπC2θ(t− t′)
[−2θ(1− I2) + δ(1− I2)] . (5.60)
Le oeient de normalisation C2 est ensuite déterminé par la seonde ondition en om-
parant le propagateur retardé dans AdS au propagateur retardé dans Minkowski prohe
de l'origine (I˜ = 0 ou I = 1). La généralisation au as tensoriel, 'est-à-dire le propagateur
retardé physique du graviton dans AdSd+1 (d+ 1 pair) est don
Gretµµ′νν′(I˜) = B
(1)ret(I)gµνgµ′ν′
+ B(2)ret(I) [(∇µ∇µ′I)(∇ν∇ν′I) + (∇µ∇ν′I)(∇ν∇µ′I)] (5.61)
ave B(2)ret(I) donné par (5.59). Et B(1)ret(I) est déduit de B(2)ret(I) à partir de (5.34).
Cas d+ 1 impair
Goddc (I˜) = C1θ(−I˜) + C2
[
S(I˜ + iǫ)− S(I˜ − iǫ)
]
(5.62)
ave la solution singulière (éqn. 5.46)
S(I˜) ≡ S(−uv) = 1
(−uv) d−12
F
(
1− d
2
, 1− d; 3− d
2
;−uv
)
. (5.63)
De nouveau on veut vérier (5.49) pour la partie singulière deGoddc , i.e C2
[
S(I˜ + iǫ)− S(I˜ − iǫ)
]
.
En posant φ(−uv) ∼ φ(0) ≡ 1, la vériation de (5.49) équivaut à aluler, dans les oor-
données u, v, ∫ b
a
dv
(∫
C+
du
√
|g| S(−uv)−
∫
C−
du
√
|g| S(−uv)
)
, (5.64)
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où C+ est le ontour d'intégration qui évite la singularité en passant par le demi-plan u
omplexe supérieur et C− est le ontour d'intégration qui évite la singularité en passant
par le demi-plan u omplexe inférieur. L'intégrand, dans le as d + 1 impair, possède une
oupure en u ≥ 0, à ause des puissanes demi-entières négatives, don on ne peut refermer
le ontour que sur la gauhe de la singularité où u < 0, et ré-érire (5.64) omme
∫ b
a
dv
∫
C⊂
du
√
|g| S(−uv)
=
∫ b
a
dv
∫
C⊂
du
[
∂
∂u
f(u, v)
∂
∂v
+
∂
∂v
f(u, v)
∂
∂u
]
S(−uv), (5.65)
où C⊂ est le ontour en "trou de serrure" ("keyhole ontour" en anglais) autour de la
oupure u ≥ 0. De plus, par théorème de Cauhy, l'expression se réduit à∫ b
a
dv
∫
C⊂
du
∂
∂v
f(u, v)
∂
∂u
S(−uv) (5.66)
On a de plus que (formule 15.2.3 dans [57℄)
∂
∂x
[S(x)] ≡ ∂
∂x
[
1
x
d−1
2
F
(
1− d
2
, 1− d; 3− d
2
; x
)]
=
d− 1
2
(1− x)d−1
x
d+1
2
. (5.67)
Don on a aaire au même intégrand que pour le as pair (éqn. (5.57)), mais le ontour
d'intégration C⊂ est diérent :
d− 1
2
∫ b
a
dv
∂
∂v
(
−1
v
) d−1
2
∫
C⊂
du
(u− v)d−1
u
d+1
2
. (5.68)
La démonstration dans le as impair est en progrès.
5.A Formules algébriques utiles
Dans et appendie, en utilisant la forme expliite de l'invariant de séparation
I = cosh[ξ] cosh[ξ′] cos[t− t′]− sinh[ξ] sinh[ξ′](nˆ · nˆ′)Sd−1
en fontion des oordonnées de AdSd+1 ave la métrique globale ds2 = − cosh2[ξ]dt2+dξ2+
sinh2[ξ]dΩ2d−1, nous alulons quelques formules algébriques utilisées dans le hapitre.
∇I = ξ˜ (sinh[ξ] cosh[ξ′] cos[t− t′]− cosh[ξ] sinh[ξ′])− t˜ cosh[ξ′] sin[t− t′]
− sinh[ξ] sinh[ξ′]
d−1∑
i=1
θ˜i ∇i(nˆ · nˆ′), (5.69)
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(∇I)2 = (I2 − 1), (5.70)
∇⊗∇I = Ig, (5.71)
I = (d+ 1)I, (5.72)
∇I, = ∇I (5.73)
puis
∇′I = ξ˜′ (cosh[ξ] sinh[ξ′] cos[t− t′]− sinh[ξ] cosh[ξ′]) + t˜′ cosh[ξ] sin[t− t′]
− sinh[ξ] sinh[ξ′]
d−1∑
i=1
θ˜′i ∇′i(nˆ · nˆ′), (5.74)
∇′I = (d+ 1)∇′I, (5.75)
(∇I · ∇)(∇µ∇ν′)I = (∇µI)(∇ν′I), (5.76)
∇(∇⊗∇′I) = g ⊗∇′I, (5.77)
(∇⊗∇′I) · (∇⊗∇′I) = ∇′I ⊗∇′I + g′. (5.78)
5.B Métrique AdS dans les oordonnées du ne de lu-
mière
On démarre ave la métrique globale
ds2 = − cosh2[ξ]dt2 + dξ2 + sinh2[ξ]dΩ2d−1. (5.79)
On alule
r =
∫
dr ≡
∫
dξ
cosh[ξ]
=
∫
dξ
cosh2[ξ/2]− sinh2[ξ/2]
cosh2[ξ/2] + sinh2[ξ/2]
=
∫
dξ
1− tanh2[ξ/2]
1 + tanh2[ξ/2]
=
∫
dξ
d
dξ
(
2 tan−1
(
tanh
ξ
2
))
= 2 tan−1
(
tanh
ξ
2
)
. (5.80)
Don on a tan r
2
= tanh ξ
2
et
ds2 = cosh2[ξ](−dt2 + dr2) + sinh2[ξ]dΩ2d−1. (5.81)
De (5.81) on déduit failement
cosh2[ξ] =
1
cos2[r]
, sinh2[ξ] = tan2[r], (5.82)
d'où
ds2 =
−dt2 + dr2
cos2[r]
+ tan2[r]dΩ2d−1. (5.83)
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En posant r = (U − V )/2 and t = (U + V )/2, on obtient
ds2 =
−dUdV
cos2[(U − V )/2] + tan
2[(U − V )/2]dΩ2d−1. (5.84)
En posant ensuite u = tan[U/2] and v = tan[V/2] tel que
− dUdV
cos2[(U − V )/2] = −4
dudv
(1 + uv)2
, tan2[(U − V )/2]dΩ2d−1 =
(u− v)2
(1 + uv)2
dΩ2d−1, (5.85)
on obtient nalement
ds2 =
4
(1 + uv)2
(
−dudv +
(
u− v
2
)2
dΩ2d−1
)
. (5.86)
Chapitre 6
Reonstrution en espae réel des eets
de lentille gravitationnelle sur le CMB
Dans e dernier hapitre nous traitons un sujet en osmologie standard plutt diérent
de la majeure partie de ette thèse, onsarée prinipalement à la osmologie branaire,
mais auquel nous nous sommes intéressés en parallèle. Il s'agit d'un travail eetué en
ollaboration ave Martin Buher de l'Université Paris-Sud en Frane et Kavilan Moodley
de l'Université de KwaZulu-Natal en Afrique du Sud. Ce travail est en progrès et devrait
être publié bientt sur les arhives : CMB lensing reonstrution in real spae, Martin
Buher, Kavilan Moodley and Mathieu Remazeilles.
Nous utiliserons l'abréviation anglaise CMB (Cosmi Mirowave Bakground) pour dési-
gner le rayonnement du Fond Dius Cosmologique. Le CMB est un rayonnement de photons
qui nous parvient de la surfae de dernière diusion, 'est-à-dire au moment du déouplage
entre les photons et les életrons lorsqu'ils ne diusent plus ensemble (époque de la reom-
binaison, redshift z ∼ 1100, température T = 3000 K). Les photons se propagent alors
librement jusqu'à nous (z = 0). Ce rayonnement du CMB est don l'image la plus anienne
de l'Univers observable dont on dispose. Il nous apparait aujourd'hui à des fréquenes
miro-onde omme un rayonnement de type orps noir à la température T = 2.7 K, le re-
froidissement et la basse fréquene du rayonnement aujourd'hui étant dûs à l'expansion de
l'Univers. Ce rayonnement du iel a d'abord été déteté par inadvertane omme un bruit
miro-onde par les ingénieurs Penzias et Wilson en 1965, puis déteté omme un orps noir
par le satellite COBE en 1992. En fait e rayonnemnt n'est pas totalement un orps noir
mais présente des anisotropies de température δT/T ∼ 10−5, observables lorsqu'on mesure
le spetre des orrélations angulaires de température entre deux points dans le iel séparés
d'un angle θ (bidimensionnel). Ces anisotropies de température sont diretement reliées
aux perturbations osmologiques au moment du déouplage [25℄, et don aux onditions
initiales de l'Univers produites à la n de l'Ination. En e sens les spetres de puissane
des anisotropies de température s'avèrent être un outil observationnel puissant pour son-
der la physique de l'Univers primordial et notamment tester les théories d'Ination. Les
anisotropies de température ont été détetées par le satellite WMAP en 2003. Comme tout
rayonnement életromagnétique, le rayonnement du CMB est polarisé et présente don de
la même façon des anisotropies de polarisation. Il est pratique et d'usage de déomposer
les anisotropies de polarisation sur une base de modes E et B (notés omme tel en ré-
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férene aux propriétés de parité salaire ("életrique") pour le mode E et pseudo-salaire
("magnétique") pour le mode B).
Les grandes strutures dans l'Univers (amas de galaxies), présentes à un redshift z ∼ 3,
rééent un potentiel gravitationnel non-homogène (dit potentiel de lentille) et aetent
don le trajet des photons par un eet de lentille gravitationnelle faible (déviation de la
lumière par un orps massif en relativité générale). Ce potentiel de lentille aete don
les spetres primordiaux d'anisotropies de température T et de polarisation E et B et
biaise don l'image réelle de l'Univers primordial apparaissant aujourd'hui. Il est don
indispensable de "nettoyer" les spetres d'anisotropies observés et ontaminés par les eets
de lentille gravitationnelle faible ("weak gravitationel lensing" en Anglais) an de restituer
les spetres primordiaux. Un moyen de parvenir à ela est de reonstruire le hamp de
lentille gravitationnelle Φ(ℓ) (où ℓ ∼ 180/θ) du CMB à l'aide d'estimateurs statistiques.
On peut en eet onstruire des estimateurs quadratiques de Φ(ℓ) à partir des anisotropies
de température et/ou de polarisation observés, dans l'espae harmonique (équivalent à
l'espae de Fourier si le iel était plat au lieu d'être sphérique). L'objetif est bien-entendu de
onstruire un estimateur statistique eae et optimal malgré qu'on soit soumis à plusieurs
limitations dûes aux apaités des outils d'observation (résolution, sensibilité, surfae du
iel ouverte,un seul point de vue d'observation, ...) et aux avant-plans dans l'Univers
(points soures, Voie Latée, ...).
Dans e travail nous tentons de reonstruire le hamp de lentille gravitationnelle du
CMB diretement en espae réel, en montrant qu'on ne perd que très peu d'information
statistique lorsqu'on utilise nos estimateurs statistiques de ourte portée angulaire sur la
sphère éleste et en espae réel à la plae des estimateurs habituels onstruits dans l'espae
harmonique. Ces derniers sont non-loaux et néessitent en prinipe une analyse ouvrant
tout le iel en entier, sans oupures ni exisions. Étant donné que toute l'information per-
tinente des eets de lentille réside aux petites éhelles angulaires, prohes de l'éhelle de
résolution des artes CMB du iel, les hamps de dilatation et de isaillement (hamps
qui sont diretement reliés aux observations de manière loale, ontrairement au hamp de
déetion angulaire ou au potentiel de lentille lui-même), réés par le potentiel de lentille,
peuvent être reonstruits au moyen de ombinaisons quadratiques impliquant seulement
des pixels faiblement séparés dans le iel. Bien que la reonstrution théorique des eets
de lentille est naturellement plus abordable en espae harmonique, les méthodes en espae
réel développées ii (setion 6.3) ont l'avantage d'être plus rapides à implémenter numéri-
quement et ertainement plus utiles lorsqu'on veut analyser des artes réalistes du CMB
ontenant la oupure de la Voie Latée ou d'éventuelles petites exisions pour soustraire les
diérents points soures. Nous ommençons par rappeler brièvement le formalisme utilisé
pour dérire les anisotropies du CMB en setion 6.1, puis nous expliquons les eets de
lentille gravitationnelle sur les spetres d'anisotropies du CMB en espae harmonique à la
setion 6.2, enn nous présentons une ébauhe de notre travail sur la reonstrution des
eets de lentille (dilatation et isaillement) en espae réel à la setion 6.3.
On notera abusivement T (n) ≡ δTCMB/TCMB les utuations anisotropes de tempéra-
ture du CMB dans le iel bidimensionnel dans la diretion n. Les anisotropies du hamp
de polarisation du CMB sont dérites par les modes E(n) et B(n). Pour dérire les eets
de lentille sur le CMB, on utilisera souvent l'approximation de iel plat qui reste une ap-
proximation assez préise pour toutes les éhelles angulaires ouvertes par les instruments
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de mesure sauf pour les plus grandes éhelles angulaires, où la ourbure de la sphère éleste
ne joue plus un rle négligeable.
6.1 Un peu de formalisme du CMB
Les anisotropies du CMB sont liées aux perturbations osmologiques provenant elles-
mêmes des utuations quantiques de l'inaton. En e sens les anisotropies sont des va-
riables stohastiques et e sont don leurs propriétés statistiques que l'on herhe à étudier.
La plupart des modèles d'Ination prédisent des utuations gaussiennes, dans e as toute
l'information statistique est ontenue dans la fontion de orrélation à deux points
C(θ) = 〈T (n)T (n′)〉 (6.1)
par exemple pour les anisotropies de température du CMB. Ii θ est l'angle bidimensionnel
entre les deux points du iel observés dans les deux diretions n et n′ et déni par cos(θ) =
n · n′. L'hypothèse d'isotropie de l'Univers entraine l'isotropie statistique des variables
utuantes don que la fontion de orrélation ne dépend que de l'éart angulaire entre les
deux points. On peut, de façon onjuguée, dérire les anisotropies de température sur la
sphère éleste dans l'espae des harmoniques sphériques selon
T (n) =
∞∑
l=1
+ℓ∑
m=−ℓ
aTℓmYlm(n) où a
T
ℓm =
∫
S2
T (n)Ylm(n)d
2n. (6.2)
Le spetre de puissane des anisotropies de température est don
〈aTℓmaT∗ℓ′m′〉 =
∫ ∫
C(θ)Ylm(n)Y
∗
l′m′(n
′)d2nd2n′. (6.3)
Il est pratique de déomposer la fontion de orrélation angulaire sur la base des polynmes
de Legendre selon C(θ) = (1/(4π))
∑
ℓ(2ℓ+ 1)CℓPℓ(cos θ) an de réduire
〈aTℓmaT∗ℓ′m′〉 =
∫ ∫ ∞∑
l′′=0
2ℓ′′ + 1
4π
Cℓ′′Pℓ′′(cos θ)Ylm(n)Y
∗
l′m′(n
′)d2nd2n′ (6.4)
à l'aide de la formule Pℓ(cos θ) = (4π/(2ℓ+ 1))
∑+ℓ
m=−ℓ Ylm(n)Y
∗
lm(n
′) à
〈aTℓmaT∗ℓ′m′〉 = Cℓδℓℓ′δmm′ . (6.5)
Les oeients Cℓ onstituent le spetre de puissane angulaire et ne dépendent que du
paramètre ℓ appelé multiple et relié à l'eart angulaire entre deux points du iel selon
ℓ ∼ 180/θ, si θ est en degrés. Le monople ℓ = 0 orrespond à la température moyenne du
CMB : TCMB = 2.7 K. Le diple ℓ = 1 est du à l'eet Doppler réé par notre mouvement,
ou plutt par le mouvement de la Voie Latée. Sur les artes d'anisotropies du CMB est
représenté le spetre de puissane RMS ("root mean square" en Anglais), déni par Cℓ =
ℓ(ℓ+ 1)Cℓ.
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Beauoup de ontraintes sur la physique de l'Univers primordial peuvent être obtenues
à partir de l'analyse de es spetres d'anisotropies du CMB. Nous ne les détaillerons pas
ii, mais par exemple on peut montrer que la position des pis aoustiques dans le spetre
d'anisotropies de température, notamment à ℓ ∼ 220, exige que les onditions initiales de
l'Univers issues de l'Ination soient adiabatiques. Les ourbes des spetres d'anisotropies
ont également permis de ontraindre la valeur des paramètres osmologiques tels que, par
exemple, la densité baryonique, la densité d'énergie noire, de neutrinos, le paramètre de
Hubble, ... [60℄.
Dans la suite nous utiliserons l'approximation de iel plat, qui est une approximation
robuste pour la plupart des éhelles angulaires ouvertes par les instruments de mesure
mais ritique aux plus grandes éhelles angulaires, où la ourbure de la sphère éleste n'est
plus négligeable. Dans l'approximation de iel plat, on peut développer les anisotropies de
température sur la base de Fourier selon
T (θ) =
∫
d2ℓ
(2π)2
T (ℓ) exp [iℓ · θ] . (6.6)
où l'angle θ bidimensionnel a ette fois la dimension d'une longueur, et le moment ℓ bi-
dimensionnel a la dimension de l'inverse d'une longueur. Notons que, la utuation de
température étant un hamp réel, on a T ∗(ℓ) = T (−ℓ). Par isotropie statistique la fontion
de orrélation à deux points ne dépend que de la séparation entre les deux points
〈T (θ)T (θ′)〉 = C (|θ − θ′|) . (6.7)
Il s'ensuit
〈T (ℓ)T ∗(ℓ)〉 =
∫
d2θ
∫
d2θ′e−iℓ·θeiℓ
′·θ′C (|θ − θ′|) ,
=
∫
d2θ
∫
d2rei(ℓ
′−ℓ)·θeiℓ
′·rC (r) ,
= (2π)2δ2(ℓ− ℓ′)
∫
d2reiℓ·rC (r) , (6.8)
où on a eetué le hangement de variable r = θ − θ′ et r = |r|. En utilisant la déompo-
sition en fontions de Bessel, exp [ir cosφ] =
∑∞
n=−∞ i
nJn(r) exp [inφ], on dénit le spetre
de puissane des anisotropies dans l'approximation iel plat selon
Cℓ =
∫
d2reiℓ·rC (r) =
∫
rdr
∫
dφre
iℓr cos(φℓ−φr)C(r) = 2π
∫
rdrJ0(ℓr)C(r). (6.9)
Le spetre de puissane des anisotropies du CMB est statistiquement isotrope et don
diagonal en ℓ :
〈T (ℓ) T ∗(ℓ′)〉 = (2π)2 δ2(ℓ− ℓ′) C(ℓ). (6.10)
Remarquons que 〈|T (θ)|2〉 = ∫ (d2ℓ/(2π)2) ∫ (d2ℓ′/(2π)2) exp [i(ℓ− ℓ′) · θ] 〈T (ℓ) T ∗(ℓ′)〉 =∫∞
0
(dℓ/ℓ)ℓ2Cℓ/2π. La quantité RMS sans dimension pour le spetre est dans l'approxi-
mation iel plat : Cℓ = d〈T (θ)2〉/d[ln ℓ] = ℓ2Cℓ/2π, à omparer ave l'expression en iel
sphérique.
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En pratique, on n'observe qu'une seule réalisation statistique de notre Univers obser-
vable, et don dans une hypothèse d'ergodiité spatiale, les spetres Cobsℓ observés sont
obtenus à partir d'une moyenne spatiale sur tout le iel alors que les Cℓ théoriques or-
respondent une moyenne statistique (en fait 'est la variane osmique) de variables gaus-
siennes aℓm distribuées selon une loi de probabilité gaussienne
P (aℓm) = (1/
√
2πCℓ) exp [−a2ℓm/2Cℓ]. On utilise don généralement l'estimateur statistique
sans biais (〈Cˆℓ〉spatiale = Cℓ) suivant :
Cˆℓ =
1
2ℓ+ 1
∑
m
aobsℓma
obs∗
ℓm (6.11)
pour estimer la variane osmique Cℓ.
Bien-entendu tout le formalisme présenté dans ette setion pour dérire les anisotropies
de température T est identique pour les anisotropies de polarisation E et B. Si l'on note
Cℓ(TT ) le spetre d'anisotropies de température, on peut également obtenir les spetres
d'anisotropies Cℓ(EE) et Cℓ(BB) ainsi que les orrélations roisées Cℓ(TE), Cℓ(TB) et
Cℓ(EB). Notons que pour des raisons de parité, les perturbations salaires ne peuvent en-
gendrer que des modes E (qui possède la symétrie salaire), e qui indique que la détetion
de modes B (qui possèdent la symétrie pseudo-salaire), à travers l'observation du spetre
Cℓ(BB) (non-enore déteté), sera le signe de l'existene d'ondes gravitationnelles (pertur-
bations tensorielles) produites lors de l'Ination, et don un test déisif pour les modèles
d'Ination. On pourrait alors mesurer le rapport tenseur-salaire T/S et magnitude du
potentiel de slow-roll dans l'Ination à un hamp (éhelle d'énergie de l'Ination).
6.2 Eets de lentille gravitationnelle sur le CMB dans
l'approximation de iel plat
6.2.1 Eets de lentille
La présene de grandes strutures, telles que les amas de galaxies dans l'Univers, onsti-
tue un avant-plan à z ∼ 3 sur la ligne de visée entre la surfae de dernière diusion et nous.
Ces strutures rééent un potentiel gravitationnel qui dévie les géodésiques nulles (ou la
trajetoire des photons du CMB). Par onséquent les spetres d'anisotropies du CMB qu'on
observe aujourd'hui ont subit des distorsions dûes au potentiel gravitationnel. C'est l'eet
de lentille gravitationnelle faible sur le CMB ("CMB weak gravitational lensing" en An-
glais). Une revue omplète des eets de lentille gravitationnelle sur le CMB a été faite par
Challinor et Lewis [61℄.
Dans le formalisme de la relativité générale, on peut aluler la déetion (veteur
de déplaement sur la sphère éleste) des géodésiques nulles perturbées (trajetoires des
photons) à l'ordre linéaire, engendrée par le potentiel gravitationnel Ψ [61℄ :
ξ = −2
∫ χ∗
0
dχ
fK(χ∗ − χ)
fK(χ∗)fK(χ)
∇nΨ(χn; η0 − χ), (6.12)
où χ est la oordonnée radiale et χ∗ est la distane à la surfae de dernière diusion, ∇n est
dérivée ovariante sur la sphère éleste S2 et fK(χ) = sin(
√
Kχ)/
√
K ou sinh(
√|K|χ)/√|K|
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ou χ dérit la géométrie spatiale, selon que l'Univers est respetivement fermé (K > 0) ou
ouvert (K < 0) ou plat (K = 0) spatialement. On dénit le potentiel de lentille omme
Φ(n) = −2 ∫ χ∗
0
dχ (fK(χ∗ − χ)/(fK(χ∗)fK(χ))) Ψ(χn; η0 − χ), de telle sorte que l'angle de
déetion sur la sphère éleste s'érit simplement
ξ = ∇nΦ(n). (6.13)
Dans l'approximation de iel plat, les utuations de température "lentillées" sont don
TL(θ + ξ) dont le développement à l'ordre linéaire entraine que le déalage d'anisotropie
de température sans et ave lentille (TL − T ) est
δT (θ) = −(∇Φ) · (∇T ). (6.14)
De façon onjuguée, la orretion (dûe aux lentilles) à l'anisotropie de température observée
est donnée dans l'espae de Fourier (approximation iel plat) par
δT (ℓF ) =
∫
d2ℓL
(2π)2
(+ℓL) · (ℓF − ℓL) Φ(ℓL) T (ℓF − ℓL). (6.15)
Les anisotropies de polarisation peuvent être déomposées sur la base des modes E et B,
dans l'approximation de iel plat :
Pij(θ) =
∫
d2ℓL
(2π)2
exp [iℓ · θ]
{[
2ℓˆiℓˆj − δij
]
E(ℓ) +
[
(ℓˆ× zˆ)iℓˆj + ℓˆi(ℓˆ× zˆ)j
]
B(ℓ)
}
, (6.16)
où ℓˆ = ℓ/ℓ et T (θ) + nˆinˆjPij(θ) donne l'anisotropie de température de la omposante
polarisée linéairement le long du veteur nˆ. Il s'ensuit(
δE(ℓF )
δB(ℓF )
)
=
∫
d2ℓL
(2π)2
(+ℓL) · (ℓF − ℓL)
(
+cos[2ΘFI ] + sin[2ΘFI ]
− sin[2ΘFI ] + cos[2ΘFI ]
)(
E(ℓI = ℓF − ℓL)
B(ℓI = ℓF − ℓL)
)
, (6.17)
où ΘFI est l'angle entre le veteur ℓI et le veteur ℓF . Il s'ensuit que le spetre de puissane
"lentillé" des anisotropies de température vaut
CδTδT (ℓδT ) =
∫
d2ℓL
(2π)2
[ℓΦ · (ℓδT − ℓΦ)]2 CΦΦ(ℓΦ) CTT (ℓT = |ℓδT − ℓΦ|). (6.18)
Ii on a supposé impliitement que le potentiel de lentille Φ et l'anisotropie de température
intrinsèque (non "lentillée") T ne sont pas orrélés. De façon similaire pour la polarisation
"lentillée", on a le spetre de puissane suivant :(
CδEδE(ℓF )
CδBδB(ℓF )
)
=
∫
d2ℓΦ
(2π)2
[ℓΦ · (ℓF − ℓΦ)]2 CΦΦ(ℓΦ)
×
(
cos2[2θFI ] sin
2[2θFI ]
sin2[2θFI ] cos
2[2θFI ]
)(
CEE(|ℓF − ℓΦ|)
CBB(|ℓF − ℓΦ|)
)
. (6.19)
Ii on a supposé que CEB = CEΦ = CBΦ = 0. Au niveau des fontions de orrélation à
deux points, les eets de lentille gravitationnelle distordent don le spetre de puissane
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des orrélations TT (température-température) et mélangent les spetres de puissane des
polarisations EE et BB, en plus de les distordre. Pour des bas ℓ (i.e. dans la limite ℓ→ 0),
on peut approximer l'intégrale (6.18) par∫ ∞
0
dℓ
ℓ
ℓ6 cTT (ℓ)cΦΦ(ℓ). (6.20)
Le fait que ette intégrale ne diverge pas dans l'infrarouge ( ℓ6cTT (ℓ)cΦΦ(ℓ) possède un
pi bien à droite du quadruple ℓ = 2) implique que pour ℓ ≪ ℓδT,δTpeak , le spetre cδT,δT (ℓ)
est quasiment un spetre de bruit blan. Un léger hangement de ℓ hange radialement
l'intégrand ; don dans e régime cδT,δT (ℓ) est presque onstant. Dit autrement, toute la
magnitude à bas ℓ est dûe à de très faibles lentilles agissant sur les anisotropies du CMB
aux grandes éhelles angulaires. Le même argument s'applique à cδB,δB(ℓ); ependant la
position du pi ℓδB,δBpeak est déalée par rapport à ℓ
δT,δT
peak du fait de l'allure diérente du
spetre cEE(ℓ).
6.2.2 Reonstrution du potentiel de lentille en espae de Fourier
Nous nous oupons maintenant de la reonstrution du potentiel de lentille Φ(ℓ) en
onstruisant des estimateurs quadratiques optimaux en espae de Fourier. Soit
Ttot = T + δT. (6.21)
Comme la théorie est gaussienne, les fontions de orrélations à trois points du type 〈ΦTT 〉
s'annulent lorsqu'on onsidère le potentiel de lentille omme un hamp stohastique gaus-
sien, de façon identique à T . Cependant, si nous onsidèrons le potentiel de lentille du
CMB omme xé, nous trouvons que les fontions de orrélations "lentillées" 〈TtotTtot〉 (qui
impliquent à l'ordre linéaire en Φ des fontions à trois points 〈ΦTT 〉) ne s'annulent plus,
et ette propriété peut être exploitée pour reonstruire le hamp de lentille en utilisant des
estimateurs statistiques quadratiques en T (ou E et B). On peut développer
〈Ttot(ℓ1) Ttot(ℓ2)〉 = 〈δT (ℓ1) T (ℓ2)〉+ 〈T (ℓ1) δT (ℓ2)〉
=
∫
d2ℓΦ
(2π)2
(+ℓΦ) · (ℓ1 − ℓΦ) Φ(ℓΦ) 〈T (ℓ1 − ℓΦ) T (ℓ2)〉+ (ℓ1 ↔ ℓ2)
= −(ℓ1 + ℓ2) ·
[
ℓ1 c
TT (ℓ1) + ℓ2 c
TT (ℓ2)
]
Φ(ℓ1 + ℓ2). (6.22)
Par onséquent,
Φˆ(ℓ; ℓ′) =
−1
ℓ · [ℓ′ cTT (ℓ′) + (ℓ− ℓ′) cTT (|ℓ− ℓ′|)] Ttot(ℓ− ℓ
′) Ttot(ℓ
′) (6.23)
génère une famille ontinue bidimensionnelle d'estimateurs statistiques pour Φ(ℓ) indexée
par ℓ′. Notons que ℓ′ et (ℓ − ℓ′) indexent le même estimateur. Pour éliminer ette redon-
dane, on introduit les oordonnées ℓ′ = (ℓ′‖, ℓ
′
⊥), où ℓ
′
‖ et ℓ
′
⊥ sont les omposantes parallèles
et perpendiulaires par rapport au veteur ℓ. Si on exige ℓ′⊥ ≥ 0, on évite le double omp-
tage.
1
Ci-dessous,
∑
ℓ′
′
dénotera la somme ave ℓ′⊥ ≥ 0. Nous reherhons maintenant la
1
Dans la limite ontinue on n'a pas besoin de s'inquiéter du bord de e domaine ℓ′
⊥
= 0, qui est de
mesure zéro.
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ombinaison linéaire optimale
Φˆopt(ℓ) =
∑
ℓ′
′
w(ℓ; ℓ′)Φˆ(ℓ; ℓ′), (6.24)
où les poids satisfont ∑
ℓ′
′
w(ℓ; ℓ′) = 1. (6.25)
La variane de l'estimateur i-dessus est∑
ℓ′
′∑
ℓ′′
′
w(ℓ; ℓ′) V (ℓ′, ℓ′′; ℓ) w∗(ℓ; ℓ′′), (6.26)
où
V (ℓ′, ℓ′′; ℓ) =
〈(
Φˆ(ℓ; ℓ′)− Φ(ℓ)
) (
Φˆ(ℓ; ℓ′′)− Φ(ℓ)
)∗〉
=
1
ℓ · [ℓ′ cTT (ℓ′) + (ℓ− ℓ′) cTT (|ℓ− ℓ′|)]
1
ℓ · [ℓ′′ cTT (ℓ′′) + (ℓ− ℓ′′) cTT (|ℓ− ℓ′′|)]
×
〈
T (ℓ− ℓ′) T (ℓ′) T ∗(ℓ− ℓ′′) T ∗(ℓ′′)
〉
=
(2π)4 · [δ2(ℓ′ − ℓ′′]2 · cTT (ℓ′) cTT (|ℓ− ℓ′|)
{ℓ · [ℓ′ cTT (ℓ′) + (ℓ− ℓ′) cTT (|ℓ− ℓ′|)]}2 . (6.27)
Pour donner du sens à l'expression i-dessus, on passe à la limite disrète telle que (6.27)
devient
V (ℓ′, ℓ′′; ℓ) = L4 · δℓ′,ℓ′′ ·
cTT (ℓ
′) cTT (|ℓ− ℓ′|)
{ℓ · [ℓ′′ cTT (ℓ′′) + (ℓ− ℓ′) cTT (|ℓ− ℓ′|)]}2
, (6.28)
où L est le oté du arré d'observation du iel dans l'approximation de iel plat. Soit
B(ℓmax; ℓ) = {ℓ′|ℓ′⊥ ≥ 0 et |ℓ′| < Lmax et |ℓ− ℓ′| < Lmax}. (6.29)
On trouve que, pour l'estimateur optimal formé des ombinaisons linéaires ave
ℓ′ ∈ B(Lmax; ℓ),
V −1opt (ℓ; ℓmax) =
∑
ℓ′∈B(ℓmax;ℓ)
V −1(ℓ; ℓ′)
= L−4
∑
ℓ′∈B(ℓmax;ℓ)
{
ℓ · [ℓ′ cTT (ℓ′) + (ℓ− ℓ′) cTT (|ℓ− ℓ′|)]}2
cTT (ℓ′) cTT (|ℓ− ℓ′|)
≈ L−2
∫
ℓ′∈B(ℓmax;ℓ)
d2ℓ′
(2π)2
{
ℓ · [ℓ′ cTT (ℓ′) + (ℓ− ℓ′) cTT (|ℓ− ℓ′|)]}2
cTT (ℓ′) cTT (|ℓ− ℓ′|) , (6.30)
où, à la dernière ligne, on a utilisé une approximation ontinue. Les poids optimaux sont
donnés par
w(ℓ; ℓ′) =
V −1(ℓ′, ℓ′; ℓ)∑
ℓ′′ V
−1(ℓ′′, ℓ′′; ℓ)
. (6.31)
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On peut ré-exprimer le résultat (6.30) i-dessus en fontion d'un spetre de puissane
ontinu pour le bruit de la reonstrution (variane de l'estimateur) :
CδΦˆ δΦˆ(ℓ) = L−2 Vopt(ℓ, ℓmax)
=
[∫
ℓ′∈B(ℓmax;ℓ)
d2ℓ′
(2π)2
{
ℓ · [ℓ′ cTT (ℓ′) + (ℓ− ℓ′) cTT (|ℓ− ℓ′|)]}2
cTT (ℓ′) cTT (|ℓ− ℓ′|)
]−1
. (6.32)
Lorsque |ℓ| ≪ ℓmax et cTT (ℓ′) ≡ constant (i.e. un bruit blan), l'expression i-dessus se
simplie selon
CδΦˆ δΦˆ(ℓ; ℓmax) ≈ 8π|ℓ|−4ℓ−2max. (6.33)
Les diérents fateurs sont ompris omme suit. Le fateur |ℓ|−4 est présent pare que
'est la déformation de isaillement (et également la dilatation) qui se mesure loalement.
Pour Cδκˆ δκˆ, on a essentiellement un bruit blan, pare que 'est surtout l'eet de lentille
sur les plus petites éhelles de utuations, juste en dessous du "ut-o" ℓmax, qui fournit
l'essentiel de l'information. Qualitativement, on peut dire que κ est déteté en mesurant
le spetre de puissane loal sur les éhelles juste en dessous du "ut-o" et en omparant
e dernier ave le spetre de puissane moyen. Il faut remarquer que Φ et ξ ne sont pas
diretement mesurables. On ne peut pas mesurer le déplaement absolu ξ pare que, la
statistique étant invariante par translation, nous ne savons pas à quoi devraient ressembler
les anisotropies "non-lentillées" sous-jaentes. Par onséquent, le rapport signal sur bruit
arré de la arte reonstruite est donné par
(S/N)2 = O(1)cΦΦ(ℓ)ℓ
4ℓ2max. (6.34)
À l'aide d'un broad binning (i.e. ave (∆ℓ)/ℓ ≈ O(1)), on peut améliorer le rapport signal
sur bruit au arré pour la détetion des eets de lentille selon
(S/N)2 = O(1)cΦΦ(ℓ)ℓ
6ℓ2max. (6.35)
Estimons maintenant dans quelles proportions le bruit d'un spetre générique (de type
loi de puissane) pour le fond non-lentillé dière de l'estimation préedente qui supposait
un spetre de type bruit blan. Bien-sûr, lorsque le spetre ontient des zéros, on peut
s'attendre à e que le dénominateur s'annule et la fontion diverge. Mais supposons pour
le moment un spetre en loi de puissane. Si nous omparons la magnitude de ℓc(ℓ) (le
seul terme qui apparait dans le as du bruit blan) ave le terme donnant la orretion
dominante au spetre de bruit blan ℓ′ℓ∇c(ℓ′), on trouve que 'est de l'ordre de n pour le
as d'une loi de puissane de la forme c(ℓ′) = ℓ′n. Par onséquent, quand l'indie spetral
loal d ln[c]/d ln[ℓ] est d'ordre un, on s'attend à e que le alul de bruit blan eetué
i-dessus soit orrigé d'un fateur d'ordre 1.
Finalement on modie l'équation (6.32) pour inlure le bruit du déteteur et la largeur
nie du faiseau selon
CδΦˆ δΦˆ[TT ] (ℓ) =

1
2
∫
d2ℓ′
(2π)2
{
ℓ · [ℓ′ cTT (ℓ′) + (ℓ− ℓ′) cTT (|ℓ− ℓ′|)]}2(
cTT (ℓ′) + n
eff
TT (ℓ
′)
) (
cTT (|ℓ− ℓ′|) + neffTT (|ℓ− ℓ′|)


−1
. (6.36)
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Ii, les neffTT (ℓ
′) inluent un fateur d'atténuation du prol du faiseau de la forme exp[+(ℓ/ℓbeam)
2].
Ave es modiations, le ut-o ℓmax est donné par le prol du faiseau et le bruit du déte-
teur orrespond à un ut-o régulier. Le fateur 1/2 sert à ompenser le double omptage.
De le même façon on peut onstruire un estimateur quadratique en espae de Fourier
basé sur l'eet de lentille transformant le mode E mode en mode B.
CδΦˆ δΦˆ[EB] (ℓ) =

1
2
∫
d2ℓ′
(2π)2
{
ℓ · ℓ′ cEE(ℓ′)}2 sin2[2ΘEB](
cEE(ℓ′) + n
eff
EE(ℓ
′)
)
neffBB(|ℓ− ℓ′|)


−1
. (6.37)
Ave une sensibilité susante des déteteurs (i.e. neffBB , n
eff
EE ≪ cEE), et estimateur devient
partiulièrement puissant grâe au fateur (neffBB/cEE) par omparaison à un estimateur
onstruit à partir des orrélations TT , ave approximativement la même résolution angu-
laire. Pratiquement tout le signal B peut être attribué sans ambiguité aux eets de lentille,
sans risque de onfusion ave le signal B intrinsèque non-lentillé bien plus faible. Deux
autres estimateurs peuvent être onstruits de la même façon en utilisant les ombinaisons
TE, EE. Pour former l'estimateur quadratique optimal, pour haque ℓ′ on peut onstruire
les estimateurs ΦˆA(ℓ; ℓ
′) où les indies A,B dérivent les ombinaisons TT, TE, EE, et EB.
Il n'est pas néessaire d'inlure la ombinaison BB pare que ette ombinaison n'intervient
qu'au deuxième ordre en Φ.
6.3 Reonstrution en espae réel de la dilatation et du
isaillement des artes du CMB (ébauhe)
Nous avons vu à la setion 6.2 qu'au niveau des fontions à deux points, l'eet de lentille
gravitationnelle déforme les spetres des orrélation TT (température-température) et mé-
lange les spetres de orrélation EE et BB (polarisation) en plus de les déformer. Les eets
de lentille génère en fait des non-Gaussianités se manifestant dans les fontions de orré-
lations à plus de points. Au niveau des fontions à trois points par exemple, 〈T (θ)T (θ′)〉
ontient la fontion à trois points
〈
TNL(θ)∇TNL∇Φ〉 (TNL désigne la température non-
lentillée) qui ne s'annule plus si l'on onsidère le potentiel de lentille omme un hamp xe,
et non plus aléatoire. Cette propriété a été exploitée à la setion 6.2 pour reonstruire le
hamp de lentille au moyen d'estimateurs quadratiques en T (ou E et B) dans l'espae
harmonique (ou de Fourier dans l'approximation du iel plat).
Beauoup d'eorts ont été dépensés dans la littérature pour obtenir une reonstrution
optimale du potentiel de lentille en espae harmonique. Mais ette méthode présupposait
impliitement une ouverture totale du iel sans la oupure galatique, sans les mauvais
pixels dûs aux points soures qui devraient normalement être exisés, et sans pondération
non-uniforme tenant ompte d'une ouverture irrégulière mais réaliste du iel. Pour une
reonstrution basée sur la température, il a été montré omment onstruire un optimateur
quadratique optimal dans e ontexte idéalisé, et que l'amélioration gagnée lorsqu'on utilise
plutt un estimateur du maximum de vraisemblane (plus optimal) est marginale [67℄, pare
que la déformation dûe à l'eet de lentille est faible par rapport à la variane osmique
et au bruit de l'expériene (exepté ependant aux très grands ℓ). Pour l'exploitation des
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anisotropies de polarisation, la situation est diérente : à haute sensibilité de l'expériene, le
mode de polarisationB, dû quasi-exlusivement aux eets de lentille sur le mode E, domine
le bruit de l'expériene et les orretions d'ordre supérieur de l'estimateur quadratique
présentes dans l'estimateur du maximum de vraisemblane ne sont plus négligeables.
Ii nous adoptons une approhe en espae réel pour la reonstrution des eets de len-
tille. Dans les onditions idéales souvent supposées et dérites i-dessus, ette approhe
donnerait naturellement le même résultat que l'approhe onventionnelle en espae harmo-
nique. Cependant notre intérêt est de onstruire des estimateurs légèrement non-optimaux,
qui sont modiés de façon à être de ourte portée (ourtes éhelles angulaires), de telle
sorte que les oupures, exisions de pixels et ouverture non-uniforme du iel puissent être
prises en ompte d'une façon simple et exible. Nous pensons que de tels estimateurs loaux
dénis dans l'espae réel, non-idéaux mais plus robustes, vont se montrer supérieurs dans
la onfrontation ave les ompliations inhérentes aux données réelles.
Nous présentons maintenant les relations entre les diérentes desriptions de l'eet de
lentille et nous alulons la déformation des anisotropies dans l'espae réel. La déformation
par eet de lentille des anisotropies du CMB sur la surfae de dernière diusion peut être
dérite de trois manières : par le potentiel de lentilleΦ, par le hamp de déetion ξ = −∇Φ,
ou par les trois omposantes du tenseur de isaillement
κ =
(
κ0 + κ+ κ×
κ× κ0 − κ+
)
= −∂a∂bΦ. (6.38)
Même si on avait aès au iel entier, les desriptions Φ et ξ sourent d'une ertaine ambi-
guité. Φ ne peut pas être distingué de Φ+ (onstante) et le hamp vetoriel ξ ne peut être
mesuré qu'à une onstante de translation près (ou une rotation près si on prend en ompte
la ourbure du iel). Si on observe seulement le spetre de puissane du CMB, un moreau
du iel et son translaté ont néessairement la même probabilité à ause de la propriété
d'isotropie. Par ontre, la dilatation et le isaillement (qui sont les gradients du hamp
vetoriel de translation) sont loalement bien dénis. Cela se voit failement en onsidé-
rant l'eet d'une déformation onstante dérit par la matrie de déformation S reliant les
oordonnées angulaires θ, atuellement observées sur la sphère éleste pour un point de
la surfae de dernière diusion, aux oordonnées θ′ qu'aurait e même point en l'absene
d'eet de lentille
2
. On a θ′ = Sθ ave S = exp[κ]. Nous employons l'approximation du
iel plat et supposons que les déformations sont petites et don qu'une approximation à
l'ordre linéaire est aeptable. On notera de façon générique P (ℓ) le spetre de puissane
primordial ('est-à-dire sans les eets de lentille) dans l'espae de Fourier pour n'importe
quelle fontion de orrelation à deux points.
Calulons la déformation des spetres de puissane par dilatation et isaillement. On ne
herhera pas la rigueur dans la démonstration qui suit mais plutt les arguments prinipaux
qui amènent au résultat attendu. Si deux points θ et θ′ de la sphère éleste sont déplaés
par eet de lentille selon les veteurs de déetion d1 et d2 respetivement, alors, d'après
le trapèze (Fig. 6.1), on a que la déformation δ(dθ) de l'éart dθ = θ − θ′ entre les deux
2
Dans la suite, sauf indiation ontraire, on emploiera l'approximation du iel plat où le veteur θ
représente un point sur la sphère éleste aplatie et ℓ represente un nombre d'onde. Par moments des
sommations sur (l,m) seront aussi utilisées.
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d
d θ  
1 d 2
dθ  + δ ( dθ  )
Fig. 6.1  Shema du déplaement de deux points dû aux eets de lentille.
points vaut δ(dθ) = d2 − d1. Dans la limite de petites déetions et de points prohes, et
puisque la déetion est le gradient du potentiel de lentille (d1 = ∇θΦ, d2 = ∇θ′Φ), on
peut re-érire
δ(dθ)a =
∂2Φ
∂θa∂θb
dθb
= −κab(θ)dθb (6.39)
où κab(θ) est le tenseur de isaillement et où on somme sur les indies répetés (δ(dθ) =
−κ · dθ). La déformation du spetre de puissane P (dθ) = 〈T (θ)T (θ′)〉 dans l'espae réel
vaut don
δP (dθ) = P (dθ + δ(dθ))− P (dθ)
= δ(dθ)a
∂P (dθ)
∂dθa
= −κba(θ)dθb
∂P (dθ)
∂dθa
. (6.40)
En supposant que la dilatation et le isaillement varient lentement et en remarquant que la
transformée de Fourier de xbdP/dxa vaut −(d/dℓb)[ℓaP (|ℓ|)] = −δabP (ℓ)− ℓadP/d(ℓb), on a
dans l'espae de Fourier la déformation suivante pour le spetre de puissane
P (|ℓ|) → P (ℓ) + κba
(
δabP (ℓ) + ℓ
adP
dℓb
)
→ P (ℓ) + 2κ0P (ℓ) + κbaℓa
ℓb
|ℓ|
dP
dℓ
→ P (ℓ) + 2κ0P (ℓ) + κbaℓa
ℓb
ℓ2
dP
d(log[ℓ])
. (6.41)
À l'ordre linéaire le spetre de puissane est don modié de la façon suivante, préservant
l'homogénéité mais pas l'isotropie du proessus stohastique sous-jaent :
P (|ℓ|)→ P (ℓ)
[
1 + κ0
(
d(log[P (ℓ)])
d(log[ℓ])
+ 2
)
+
(
κ+(ℓ
2
1 − ℓ22) + κ×(2ℓ1ℓ2)
ℓ2
)
d(log[P (ℓ)])
d(log[ℓ])
]
. (6.42)
Pour le as d'un spetre invariant d'éhelle (i.e. une loi de puissane de la forme P (ℓ) ∝ ℓ−2)
il n'y a pas de modiations dans les orrélations qui soit dûe à la omposante de dilatation
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κ0 du tenseur de isaillement. De façon similaire pour un spetre de bruit blan parfait
(i.e. une loi de puissane de la forme P (ℓ) ∝ ℓ0), il n'y a auune modiation venant des
omposantes de isaillement pur κ+, κ× dans les orrélations anisotropes à deux points.
Si les omposantes de dilatation-isaillement sont supposées lentement variables, on peut
don onstruire les estimateurs de κ0, κ+ et κ×, en repassant dans l'espae réel, omme suit :
κˆ0 = N0
∫
A
d2θ
∫
A
d2θ′ [T (θ) T (θ′)− 〈T (θ) T (θ′)〉κ=0]
×
∫
d2ℓ
(2π)2
exp[iℓ · (θ − θ′)] P (ℓ)
[P (ℓ) +N(ℓ)]2
(
d(log[P (ℓ)])
d(log[ℓ])
+ 2
)
= N0
∫
A
d2θ
∫
A
d2θ′ [T (θ) T (θ′)− 〈T (θ) T (θ′)〉κ=0]K0(θ − θ′), (6.43)
et de façon similaire, en posant ℓ1 = ℓ cos(ϑ) et ℓ2 = ℓ sin(ϑ),(
κˆ+
κˆ×
)
= N+,×
∫
A
d2θ
∫
A
d2θ′ T (θ) T (θ′)
×
∫
d2ℓ
(2π)2
exp[iℓ · (θ − θ′)] P (ℓ)
[P (ℓ) +N(ℓ)]2
d(log[P (ℓ)])
d(log[ℓ])
(
cos(2ϑ)
sin(2ϑ)
)
= N+,×
∫
A
d2θ
∫
A
d2θ′ T (θ) T (θ′)
(
K+(θ − θ′)
K×(θ − θ′)
)
, (6.44)
où les fateurs de normalisation sont donnés par
N0 =
[
A
∫
d2ℓ
(2π)2
[P (ℓ)]2
[P (ℓ) +N(ℓ)]2
(
d(log[P (ℓ)])
d(log[ℓ])
+ 2
)2]−1
,
N+ = N× =
[
A
2
∫
d2ℓ
(2π)2
[P (ℓ)]2
[P (ℓ) +N(ℓ)]2
(
d(log[P (ℓ)])
d(log[ℓ])
)2]−1
(6.45)
et A est l'aire du domaine du iel onsidéré.
Les expressions i-dessus supposent un domaine du iel spatialement plat, bidimension-
nel, d'aire étendue mais nie, et sujet à une déformation linéaire spatialement uniforme.
On pourrait onsidérer un domaine toroidal dans la limite où la période du tore devient
extrèmement grande. Il est indispensable de onsidérer tout d'abord la relation entre e pro-
blème simplié et le problème réel de reonstrution du hamp de lentille pour des artes
du CMB de résolution nie. À ause de la petitesse des déformations des anisotropies du
CMB par les lentilles, la situation simpliée onsidérée i-dessus est moins diérente qu'on
pourrait le penser de la situation réelle où l'on a aaire à un iel ourbe et des hamps de
dilatation/isaillement non-uniformes.
Le traé le plus à droite de la gure Fig. 6.2 montre le spetre de puissane RMS de
la dilatation/isaillement ("Root Mean Square" en anglais, i.e. [ℓ(ℓ+ 1)]2Cκκℓ ) en fontion
du nombre de multiple, et on observe que pour ℓ < 3000, la déformation est toujours plus
faible qu'environ 3%. Cela illustre que les eets de la dilatation/isaillement se manisfestent
en partiulier aux très petites éhelles angulaires sur les artes d'anisotropies du CMB.
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Fig. 6.2  Le spetre de puissane du hamp de lentille est représenté de deux manières.
Les deux traés (de la gauhe à la droite) illustrent le hamp de lentille exprimé par le
hamp de déetion et le hamp de dilatation/isaillement, respetivement. On a traé
Cξξℓ = ℓ
2 CΦΦℓ , et C
κκ
ℓ = ℓ
4 CΦΦℓ , multipliés par ℓ(ℓ + 1)/(2π) selon la onvention. De es
deux traés, le deuxième spetre de puissane (dilatation/isaillement) est plus diretement
relié à la déformation observée loalement sur les artes du CMB.
Pour l'estimateur linéaire idéal (ouverture totale du iel), l'inverse de la variane est
1
σ2κˆideal
=
∑
ℓ,m
c2ℓ
2(cℓ + nℓ)2
[
d(ln[cℓ])
d(ln[ℓ])
+ 2
]2
≈
∫ ∞
0
dℓ ℓ
c2ℓ
(cℓ + nℓ)2
[
d(ln[cℓ])
d(ln[ℓ])
+ 2
]2
, (6.46)
et pour un estimateur non-idéal ave le veteur de poids {wℓ}, on dénit
κˆ{wℓ} =
λ
(
N ideal0
)1/2
〈w,w〉1/2
∑
ℓ,m
1
(cℓ + nℓ)2
wℓ δc
obs
ℓ , (6.47)
où N ideal0 = σ
2
κˆideal
et ave
λ =
(∑
ℓ,m
1
(cℓ+nℓ)2
wℓ
2
)1/2(∑
ℓ,m
c2ℓ
(cℓ+nℓ)2
[
d(ln[cℓ])
d(ln[ℓ])
+ 2
]2)1/2
(∑
ℓ,m
cℓ
(cℓ+nℓ)2
wℓ
[
d(ln[cℓ])
d(ln[ℓ])
+ 2
]) = 1
cos(θ)
. (6.48)
Le produit salaire a été déni ii omme suit
〈a, b〉 = 1
2
∫
ℓ dℓ
aℓbℓ
(cℓ + nℓ)2
. (6.49)
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Fig. 6.3  La gure de droite montre l'information umulative normalisée χ2 en fontion de
ℓ, intégrée des petits ℓ aux grands ℓ d'une part et intégrée des grands ℓ aux petits ℓ d'autre
part, où on a utilisé les paramètres de sensibilité et de résolution de l'expériene PLANCK.
On remarque que 80% de l'information est onentrée dans l'intervalle ℓ = 800 - 1600.
Les plus petits ℓ ne ontribuent presque pas à l'information pare que le spetre angulaire
dans le iel est quasiment invariant d'éhelle. Aux plus grands ℓ, le bruit de l'instrument
et l'étendue du faiseau ontaminent le signal disponible. Dans l'intervalle intermédiaire,
on observe une struture de plateaux onnetés par des montées abruptes. Cette struture
est la onséquene direte des osillations Doppler. Autour de es osillations, le spetre
est presque invariant d'éhelle et don ne ontient auune information pour déterminer la
dilatation.
Ainsi, l'estimateur non-idéal n'est pas biaisé mais sa variane est donnée par
σ2κˆ{wℓ}
=
1
cos2(θ)
σ2κˆideal. (6.50)
La variane de l'estimateur non-idéal (de support ni) est don toujours plus grande que
la variane de l'estimateur idéal exepté dans le as partiulier où les veteurs
cℓ[d(ln[cℓ])/d(ln[ℓ]) + 2] et wℓ sont liés (linéairement dépendants). Des formules analogues
peuvent être obtenues failement pour κ+ et κ×.
Considérons omment l'information ontenue dans l'estimateur idéal est répartie sur les
diérents multiples. Sur la gure Fig. 6.3 on a traé les quantités
F<(ℓ¯) =
∫ ℓ¯
0
ℓ dℓ cℓ
2
(cℓ+nℓ)2
[
d(ln[cℓ])
d(ln[ℓ])
+ 2
]2
∫∞
0
ℓ dℓ cℓ
2
(cℓ+nℓ)2
[
d(ln[cℓ])
d(ln[ℓ])
+ 2
]2 (6.51)
et F > (ℓ¯) = 1− F<(ℓ¯), où le bruit de l'expériene est
nℓ = n0 exp
[
+ℓ2θ2beam
]
= n0 exp
[
+ℓ2/ℓ2beam
]
(6.52)
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Fig. 6.4  Index spetral loal d(ln[cℓ])/d(ln[ℓ]) en fontion de ℓ pour la température
(cℓ(TT ) est traé sur la gure Fig. 6.3 à gauhe) et pour la osmologie standard (meilleur
t de WMAP).
et ℓbeam = (810)(10
′/θfwhmbeam ).
Les noyaux idéaux de variane minimum pour les estimateurs κˆ0, κˆ+, et κˆ× ont leur
support nettement piqué sur les petites séparations angulaires, mais leur support s'étend
néanmoins jusqu'aux grandes séparations. Nous reherhons maintenant ombien d'infor-
mation est perdue si le support aux grandes séparations est omplètement oupé, omme
'est le as pour notre estimateur non-idéal. La façon quantitative de aratériser ette
perte d'information est de se demander de quel fateur la variane de l'estimateur est am-
pliée par rapport à la variane de l'estimateur optimal, une fois qu'on a renormalisé notre
estimateur "rogné" pour le rendre non-biaisé.
Nous dénissons notre estimateur au support tronqué en utilisant la fontion "fenêtre" :
W (θ; θa, θb)


1, θ ≤ θa
1
2
+ 1
2
tanh
[
1
θ−θb
+ 1
θ−θa
]
, θa < θ < θb
0, θ ≥ θb
(6.53)
qui a la bonne propriété d'être une fontion C∞. Le noyau de l'estimateur de variane
minimum ouvrant tout le iel, déni par
Kideal(θ) = Nideal
∫ ∞
0
ℓ dℓ
J0(ℓθ)
(cℓ + nℓ)2
cℓ
[
d[ln(cℓ)]
d[ln(ℓ)]
+ 2
]
(6.54)
est don tronqué selon
K(θ; θa, θb) = Kideal(θ) W (θ; θa, θb) (6.55)
tel que
K(ℓ; θa, θb) =
∫ ∞
0
θ dθ J0(ℓθ) K(θ; θa, θb) (6.56)
La variane est alors ampliée par le fateur 1/ cos2[χ(θa, θb)] où
cosχ(θa, θb) =
〈Kideal(ℓ), K(ℓ; θa, θb)〉
〈Kideal(ℓ), Kideal(ℓ)〉1/2 〈K(ℓ; θa, θb), K(ℓ; θa, θb)〉1/2
(6.57)
et où on a déni le produit salaire ette fois selon
〈Ka(ℓ), Kb(ℓ)〉 =
∫ ∞
0
ℓ dℓ (cℓ + nℓ)
2Ka(ℓ) Kb(ℓ). (6.58)
Nous devons maintenant trouver la façon optimale d'eetuer la tronationWopt(θ; θa, θb)
de manière à minimiser l'ampliation de variane : e travail est en progrès.
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Conlusions
Dans la majeure partie de e travail de thèse nous avons exploré le problème de l'évolu-
tion des perturbations osmologiques dans un Univers branaire du type Randall-Sundrum
ayant une expansion osmologique arbitraire. L'objetif était d'obtenir des signatures os-
mologiques de la présene éventuelle d'une dimension supplémentaire innie au moyen de
la théorie des perturbations osmologiques et d'estimer la magnitude des interations entre
la brane et le bulk. Nous avons insisté sur les deux diultés majeures intervenant dans le
problème des perturbations osmologiques dans un Univers branaire en expansion : d'une
part 'est un problème d'ordre tehnique puisque le mouvement arbitraire de la brane en
expansion non-uniforme dans le bulk brise les symétries du problème et rend les équations
d'Einstein linéarisées non-séparables pour les perturbations osmologiques. D'autre part on
est onfronté à un problème d'ordre plus fondamental qui est elui des onditions initiales
inonnues dans le bulk Anti-de Sitter (AdS). Il n'y a pas de onditions initiales naturelles
dans AdS pour générer homogénéité et isotropie. Si le premier problème tehnique peut être
en partie résolu de façon numérique, le problème des onditions initiales pour les gravitons
du bulk AdS persiste puisque les shémas numériques spéient néessairement des ondi-
tions initiales partiulières dans le bulk pour faire évoluer les perturbations dans le temps.
Nous avons proposé une méthode analytique basée sur les fontions de Green retardées de
la brane FRW et du bulk AdS et avons suivi une approhe eetive quadridimensionelle en
onsidérant les degrés de liberté loalisés sur la brane omme un système quantique ouvert
ouplé à l'environnement omposé des gravitons du bulk. Nous avons vu que dans ette
perspetive quadri-dimensionnelle, les transitions quantiques entre les modes du bulk et
eux de la brane apparaissaient sous la forme de proessus de dissipation et de non-loalité
du point de vue quadri-dimensionnel d'un observateur sur la brane. En partant des propa-
gateurs retardés "nus" ('est-à-dire sans ouplage brane-bulk) de la brane et du bulk AdS,
nous avons onstruit le propagateur retardé eetif sur la brane en resommant les eets
de rétroation du bulk à tous les ordres dans le ouplage brane-bulk. Nous avons montré
omment les proessus de dissipation et de non-loalité étaient odés dans e propagateur
eetif, et nous avons reussir à extraire les taux de dissipation eetifs de diverses pertur-
bations de matière sur la brane en appliquant e alul aux équations linéarisées d'Einstein
exates dans le formalisme de Mukohyama et pour diverses ongurations de hamps. Dans
l'hypothèse d'une expansion adiabatique de l'Univers (H˙/H2 ≪ 1), nous avons trouvé que
la perturbation de l'inaton (hamp salaire en roulement lent sur la brane) se dissipait de
façon loale et linéaire dans le fateur de slow-roll, alors que le mode zéro lié du graviton
(perturbations tensorielles) se dissipe de façon non-loale et quadratique dans le fateur
de slow-roll aux éhelles superhorizon et à haute énergie, et don que la dissipation de
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la perturbation salaire domine par rapport à elle de la perturbation tensorielle. Nous
avons trouvé aussi que les perturbations adiabatiques d'un uide parfait sur la brane ne se
dissipent pas aux éhelles subhorizon.
Au hapitre 5 nous avons présenté le alul expliite du propagateur retardé ovariant
du graviton dans AdS. Ce dernier étant un objet lassique, nous avons voulu le aluler en
utilisant uniquement des onsidérations lassiques basées sur la struture ausale de l'espae
AdS. Nous avons réussi à faire la démonstration dans le as d'un espae AdS de dimension
paire. Le as en dimension impaire est en progrès. En dehors de l'intérêt mathématique
et tehnique, le alul du propagateur retardé du graviton dans AdS est néessaire pour
parfaire la desription des proessus non-loaux intervenant en osmologie branaire et que
nous avons présentés dans ette thèse.
Dans le dernier hapitre nous avons exposé notre travail sur la reonstrution des eets
de lentille gravitationnelle sur le CMB dans une osmologie standard. Ce travail est enore
en progrès mais est bien avané et devrait débouher bientt sur la publiation de nos
résultats. À partir des spetres d'anisotropies observés et ontaminés par les lentilles, nous
reonstruisons le hamp de dilatation/isaillement diretement en espae réel à l'aide d'esti-
mateurs quadratiques de ourte portée angulaire, puisque l'information sur l'eet de lentille
se situe prinipalement aux ourtes éhelles angulaires sur la sphère éleste. Les méthodes
loales en espae réel que nous développons dans e travail présentent l'avantage d'être
plus eaes pour traiter des artes réalistes du CMB ontenant la oupure galatique
et de nombreuses petites exisions dûes aux point-soures qu'il faut exlure. La méthode
employée ii est générale et peut s'appliquer à d'autres non-gaussianities, omme elles
provenant des avant-plans ("foregrounds") ou elles issues de senarios d'Ination. Dans
un futur prohe, nous aimerions étendre e travail de reherhe à d'autres non-gaussianités
pouvant aeter le rayonnement du CMB.
L'approhe analytique, que nous avons développée au hapitre 4, pour traiter l'évo-
lution des perturbations osmologiques dans des univers branaires en expansion du type
Randall-Sundrum est plus générale et peut être appliquée à tout autre théorie de hamps
en interation ave des hamps loalisés sur un bord ou une sous-variété. Nous pensons
notamment au modèle branaire Dvali-Gabadadze-Porrati (DGP) [58℄ qui propose une ex-
pliation à l'aélération tardive de l'Univers (problème de l'énergie noire) et au modèle
branaire ekpyrotique [59℄ de osmologies à rebonds qui propose une alternative à l'Ination
pour le problème des onditions initiales de l'Univers. Nous aimerions mettre en évidene
les signatures osmologiques de tels modèles ordistes au moyen de la théorie des perturba-
tions osmologiques en se plaçant dans des géométries de fond dépendantes du temps pour
la brane. Nous espérons pouvoir mener à bien es reherhes dans un avenir prohe.
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